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Résumé 
 
 
Les systèmes de transmission par engrenages sont largement utilisés pour transmettre 
de la puissance et adapter les vitesses de rotation entre organes moteurs et récepteurs. Dans ce 
contexte, les engrenages sont fréquemment les organes parmi les plus sensibles de la chaîne 
cinématique et peuvent être soumis à un grand nombre d’avaries (fatigue de contact, fatigue 
de flexion, usure…etc.) apparaissant lors du fonctionnement et dont les causes sont multiples. 
 
 L’objectif de ce travail est, d’une part, de simuler l’usure abrasive et la fatigue de 
contact conduisant à de l’écaillage (pitting) et, d’autre part, d’analyser les interactions entre 
ces avaries et le comportement statique et dynamique de transmission par engrenages. A cette 
fin, un modèle dynamique tridimensionnel d’engrenages de fortes largeurs est couplé à des 
modèles d’usure et d’avaries de contact. 
 
L’usure est simulée en s’appuyant sur le modèle d’Archard modifié afin de tenir 
compte de l’influence du régime de lubrification. Les usures obtenues après un certain 
nombre de cycles de chargement sont considérées comme des écarts initiaux additionnels par 
rapport à la géométrie idéale du flanc de denture. Les phénomènes de fatigue de contact par 
pitting sont analysés en deux étapes; a) une période d’initiation de fissure simulée en 
s’appuyant sur plusieurs critères de fatigue multiaxiaux et b) une phase de propagation de 
fissure traitée par la mécanique linéaire élastique de la rupture. Les sollicitations dynamiques 
fournies par le modèle dynamique d’engrenages sont utilisées comme données d’entrée pour 
la simulation des périodes d’initiation puis de propagation. Un grand nombre d’exemples 
d’application sont présentés et les interactions entre comportement dynamique, usure et 
fatigue sur des engrenages cylindriques sont analysées. 
    
 
Mots clefs:  transmission par engrenages ; dynamique; statique ; usure ; fatigue ;   
désalignement ; correction de profil ; initiation de fissure ; propagation de 
fissure ; durée de vie. 
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Abstract 
 
Gear transmissions have high power-to-weight ratios, can be made very compact and 
match the speeds and torques of one machine to another with high efficiency. However, gears 
are one of the weakest links in a transmission and can develop a number of failures (wear, 
contact fatigue, bending fatigue, etc.) which downgrade the overall transmission performance.  
 
The objective of this work is twofold; on the one hand, simulate abrasive wear on 
tooth flanks and contact fatigue leading to pitting, on the other hand, analyse the interactions 
between these damages and the dynamic and static behaviour of geared transmissions. To this 
end, a three dimensional gear dynamic model is used and coupled with several wear and 
fatigue models. 
 
  The wear on tooth flanks is simulated based on a modified Archard’s law which 
includes the influence of the lubrication regime. Wear is accounted for via time- and position-
varying distributions of normal deviations with respect to ideal flank geometry which are 
superimposed on profile and lead modifications. The occurrence of pitting is divided into two 
periods: a) a crack initiation period simulated by using several multi-axial fatigue criteria and, 
b) a crack propagation phase which is tackled using the theory of linear elastic rupture 
mechanics. The dynamic tooth loads delivered by the gear dynamic model are used as input 
data for the simulations of crack initiation and then crack propagation. A number of results 
are presented and the interactions between wear, contact fatigue and dynamic behaviour are 
investigated and commented upon. 
   
 
Key words:  geared transmission; dynamics; statics ; wear ; fatigue ; misalignment ; tip 
relief; crack initiation; crack propagation ; service life . 
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Principales notations 
 
 
Usure des engrenages 
 
m    : indice du mobile ( m =1 : pignon, m =2 : roue). 
i    : indice d’une ligne de contact. 
j    : indice d’une tranche mince du corps de l’engrenage. 
m    : vitesse de rotation du mobile m. 
bmR    : rayon de base du solide m. 

b
   : angle d'hélice de base. 

t
   : angle de pression apparent de fonctionnement. 
mb    : largeur de la denture du mobile m. 
 ijMP0   : pression normale maximale au point ijM . 
 ijMs    : distance de glissement au point ijM . 
 ijH Ma   : demi-largeur de contact au point ijM . 
 'm iju M   : vitesse linéaire de point ijM dans la direction tangentielle en respectant 
les flancs actifs de dentures (ou direction normale dans la plan d’action) 
du solide m . 
minh     : épaisseur minimale de film lubrifiant (Hamrock-Dowson [76]) : 
T   : facteur de réduction thermique de l’épaisseur de film de lubrifiant 
(Gupta et al [75]). 
qR     : moyenne quadratique des RMS des rugosités. 
min T
q
h
R

    : rapport Lambda. 
'R    : rayon de courbure équivalent.                                                            
'E    : module de Young équivalent.  
0k   : coefficient d’usure initial. 
ijk     : coefficient d’usure local. 
*N   : nombre de cycles total pour calculer la profondeur d’usure. 
 m ijh M   : profondeur d’usure au point ijM  du solide m . 
 inm ijh M   : profondeur d’usure calculée après i séquence de cycles  n . 
 
*N
m ijh M  : profondeur d’usure totale cumulée après 
*N  cycles au point ijM  du 
solide m . 
 fm ije M   : écart de forme au point ijM  du solide m . 
 ijdm Me   : écart de désalignement au point ijM  du solide m . 
 ijxm Me   : écart d’excentricité au point  ijM du solide m . 
 ije M   : écart normal total au point ijM . 
*M    : point de contact dans la condition des corps rigides. 
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 ije M   : écart relatif au point de contact ijM . 
 m ijM   : rapprochement ou éloignement du mobile m au point de contact ijM . 
 ijM   : écrasement élastique au point de contact ijM . 
mjO    : centre de la tranche j de la roue m  de l'engrenage. 
 ijV M   : vecteur de structure dépendant du point de contact ijM . 
ET    : erreurs de transmission quasi-statique. 
maxR    : coefficient dynamique maximal. 
 
 
Fatigue de contact  
 
' 'i j
    : composants des contraintes dans les directions , ,x y z . 
r    : contraintes résiduelles.  
cHV    : dureté Vickers du cœur. 
sHV    : dureté Vickers de la surface. 
( )HV y   : dureté Vickers en fonction de la profondeur sous la surface. 
,eq VM    : contraintes équivalentes de Von Mises. 
,eq DV    : contraintes équivalentes de critère Dang Van. 
,eq CRO   : contraintes équivalentes de critère Crossland.  
,eq LZ    : contraintes équivalentes de critère Liu & Zenner. 
,DV DV    : constants de critère Dang Van. 
,CRO CRO    : constants de critère Crossland 
, , ,LZ LZ LZ LZa b m n  : constants de critère Liu & zenner. 
w    : limite de fatigue en flexion alternée. 
w    : limite de fatigue en torsion alternée. 
,0w    : limite de fatigue en flexion répétée. 
,0w    : limite de fatigue en torsion répétée. 
u    : résistance maximal en traction monotone. 
Y    : limite d’élasticité. 
fD    : degré de fatigue. 
,maxfD    : degré de fatigue maximal. 
'
a    : coefficient de résistance de fatigue pour la tension compression 
'
a    : coefficient de résistance de fatigue pour la torsion 
b    : exposent de la résistance de la fatigue 
a    : longueur de fissure. 
0a    : longueur de fissure initiale. 
ca    : longueur de fissure critique. 
a    : incrément de fissure. 
    : angle de direction de propagation de fissure. 
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pr    : rayon de zone plastique. 
ouvrU    : facteur de fermeture de fissure. 
maxK    : facteur d’intensité de contraintes maximal. 
minK    : facteur d’intensité de contraintes minimal. 
min
max
c
K
R
K
   : rapport de charge ou contraintes. 
thK    : variation de facteur d’intensité de contraintes. 
effK    : variation de facteur d’intensité de contraintes effectif. 
iN    : nombre de cycles requis d’initiation de fissure. 
pN    : nombre de cycles requis de propagation de fissure. 
N  : nombre de cycles ou durée de vie total pour apparition de pitting sur le  
flanc de dentures des engrenages. 
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Les transmissions de puissance par engrenages constituent, sans doute, le meilleur 
compromis d'un point de vue rendement et précision lorsqu’il s’agit de transmettre des 
couples importants, de réaliser des réductions de vitesse ou de changer les directions de 
rotation. Les domaines d’application sont aussi variés que la mécanique générale, le secteur 
de la production d’énergie, les transports, l'électronique, la domotique ou encore l'industrie 
agro-alimentaire. Dans ce contexte toutefois, les engrenages sont l’un des composants les plus 
critiques dans la majorité des machines tournantes industrielles comme le montrent les 
statistiques sur les causes de défaillance et la localisation des avaries dans les transmissions 
mécaniques, Stewart [155], Sidahmed et Garnier [149], Tableau (0.1). Leur bon 
fonctionnement impacte donc fortement la durée de vie et la qualité d'un grand nombre de 
systèmes mécaniques, justifiant ainsi une demande croissante en termes d’analyse et contrôle 
des sollicitations et de la résistance de ces organes. 
 
 
Localisation des défauts % 
Dentures 60 
Paliers 19 
Arbres 10 
Carters 7 
Autres 4 
Tableau (0.1) : Localisation des défauts  dans les transmissions de puissance par engrenages 
 
 
 
Les engrenages peuvent être sujets à de nombreuses avaries apparaissant lors du 
fonctionnement dont les origines peuvent être multiples et, parfois, difficilement identifiables: 
défauts de fabrication, défaut d’assemblage ou de montage, défauts de matériaux, 
sollicitations plus importantes que prévues, etc… Les types d’avaries les plus courants 
concernent les phénomènes de fatigue en pied de dent (flexion) ou de contact (conduisant à du 
pitting ou du micro-pitting), l’usure et le grippage, Figure (0.1). Il est, en général, admis que 
le risque d’apparition d’avaries de surface est lié aux conditions de fonctionnement du contact 
entre les dentures. Les paramètres mécaniques caractérisant ce fonctionnement dépendent des 
conditions géométriques et cinématiques propres aux engrenages et de la charge transmise. La 
répartition de cette charge sur les différents contacts simultanés entre dentures est notamment 
liée aux déformations élastiques, aux défauts de fabrication et de montage et à la micro-
géométrie des surfaces en contact. 
De nombreuses études ont été effectuées afin de caractériser et simuler ces avaries 
mais les modélisations proposées demeurent toutefois relativement parcellaires et ne 
proposent pas, en particulier, d’approches générales susceptibles de rendre compte, à partir 
d’une même base théorique, des aspects statiques et dynamiques. Par ailleurs, la plupart des 
modélisations rencontrées dans la littérature se limitent à utiliser un modèle simplifié 
d’engrenages reproduisant les conditions géométriques et cinématiques sur un système de 
deux disques équivalents. De plus, les modèles proposés sont pratiquement tous valides pour 
un régime de fonctionnement quasi-statique et n’intègrent donc pas les éventuelles surcharges 
dynamiques et leurs conséquences sur l’apparition et l’évolution des avaries. 
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Figure (0.1) : Principaux types d’ avaries dans les engrenages. 
 
 
 
Les avaries telles que la fatigue de flexion et de contact sont une préoccupation 
majeure dans les procédures de conceptions des engrenages influant fortement sur la 
géométrie des dents et les niveaux de charges admissibles (via la norme ISO 6336 en 
particulier). Au contraire, l'usure et ses conséquences ou les interactions avec d'autres 
mécanismes de défaillance ont suscité moins d'intérêt en dépit de ses répercussions 
importantes sur la durabilité des transmissions mécaniques. Les conditions de contact entre les 
flancs de dents usées peuvent être sensiblement modifiées perturbant ainsi les distributions de 
charge et les contraintes mais également le bruit et les vibrations d'un engrenage, ce qui 
justifie des études statiques et dynamiques approfondies. Dans ce mémoire, nous nous 
préoccuperons de l’usure abrasive caractérisée par des enlèvements de matière dus au 
mouvement relatif entre deux surfaces et qui constitue une source importante de défauts 
géométriques pour des dentures non traitées, susceptible d’interagir avec la fatigue de contact 
par pitting, Zhou et al. [180], Keer et Bryant [97], Kaneta et al. [93], Fajdiga et al. [51], Šraml 
Type d’avaries Identification 
Fatigue de flexion  
 
 
          La fatigue de flexion résulte de fissures initiées en pied de dent 
qui peuvent entraîner la rupture de toute ou partie d’une dent. Cette 
avarie est généralement associée à une charge excessive conduisant à 
des contraintes en pied de dent supérieures à la limite d’endurance du 
matériau des engrenages.        
Pitting (Piqûre)  
 
 
         Il s’agit d’une avarie typique de la fatigue de contact produite par 
un nombre de cycles répétés de chargement. Elle se produit sur les 
surfaces soumises à des contacts avec roulement/glissement fortement 
chargés (engrenages, paliers….). 
 
Usure 
 
 
         L’usure est un processus continu combinant un ensemble 
complexe de phénomènes conduisant à une émission de débris 
caractérisé par une perte de masse, de côtes, de forme ainsi que des 
transformations physico-chimiques des surfaces en lien avec l’évolution 
du nombre de cycles de sollicitation. 
 
Grippage  
 
 
        Il s’agit d’une avarie instantanée des surfaces de dentures (donc 
très brutale) qui est attribuée à une rupture du film lubrifiant en lien 
avec des températures de surface très élevées. Ce type d’avarie se 
produit dans les zones où les pressions et vitesses de glissement sont 
élevées.  
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et al. [153-154], Glodež et al. [72]. A la différence des approches classiques dans la 
littérature, les simulations seront conduites en utilisant un modèle du comportement 
dynamique d’engrenages qui sera couplé avec des modèles de fatigue superficielle et d’usure. 
 
Le texte se décompose en deux parties principales.  La première partie concerne la 
simulation de l’usure abrasive sur les dentures des engrenages droits et hélicoïdaux et est 
organisée en trois chapitres. Le premier chapitre présente une analyse bibliographie relative à 
l’usure dans les engrenages : type d’usure, faciès d’usure sur les flancs de denture et 
principaux modèles utilisés dans la littérature. Un modèle d’usure statique et dynamique est 
présenté dans le chapitre 2. Il s’agit de combiner une loi de type Archard [6] incluant 
l’influence du film lubrifiant avec un modèle dynamique tridimensionnel d’engrenages droits 
et hélicoïdaux intégrant les corrections de formes ainsi que les distorsions des corps du pignon 
et de la roue. Les usures, dans ce contexte, joue le rôle de distributions d’écarts de forme 
initiaux qui influent sur le comportement dynamique des engrenages. Les efforts dynamiques 
générés contrôlent à leur tour le mécanisme d’usure pour partie. Ce problème couplé est 
résolu de manière itérative en combinant un schéma d’intégration pas à pas dans le temps, un 
algorithme de contact normal et la réactualisation des géométries avant déformation. Enfin, le 
troisième chapitre traite des exploitations numériques du modèle, des enseignements que l’on 
peut en tirer sur le degré d’interaction entre usure et comportement dynamique et des 
solutions permettant de limiter l’usure. 
 
La seconde partie du mémoire est consacrée à l’analyse de la fatigue de contact par 
pitting sur les flancs de dentures d’engrenages droits et, comme  la première partie, se divise 
en trois chapitres. Une analyse bibliographique portant sur les phases d’initiation et de 
propagation de fissure est présentée au chapitre 1. Le deuxième chapitre porte sur la 
simulation des interactions entre fatigue de contact et comportement dynamique 
d’engrenages. La période d’initiation est analysée en utilisant plusieurs critères de fatigue 
multiaxiaux (Crossland [32] Dang Van [33] et Liu –Zenner [109]) tandis que la propagation 
est supposée être contrôlée par l’état de contraintes en pointe de fissure et les paramètres du 
matériau en utilisant la théorie de la Mécanique Linéaire Elastique de la Rupture (MLER). 
L’ensemble est couplé aux résultats de charges dynamiques fournis par le modèle dynamique 
introduit dans l’étude sur l’usure. Ce modèle est testé au préalable pour un fonctionnement à 
vitesse réduite (quasi-statique) en comparant les résultats théoriques et les relevés 
expérimentaux obtenus par Glodež et al [72] sur un banc d’engrenages en boucle mécanique 
fermée. Finalement, le troisième et dernier chapitre est consacré à l’exploitation du modèle et 
en considérant des vitesses de rotation plus élevées et les influences des effets dynamiques sur 
les phases d’initiation et de propagation ainsi que sur les géométries de défauts sont analysées. 
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Partie I : 
Simulation de l’usure dans les 
engrenages droits et hélicoïdaux- 
Influence sur le comportement statique 
et dynamique 
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Chapitre 1: 
Usure des engrenages- Une approche 
bibliographique 
 
1. Introduction. 
2. Généralités sur les lois d’usure. 
3. Généralités sur les modes d’usure. 
4. Usure des  dentures sur des engrenages droits et hélicoïdaux. 
5. Usure des engrenages et fatigue de flexion. 
6. Conclusion. 
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1. Introduction : 
 
L’usure est un processus continu accompagné d’un ensemble complexe de 
phénomènes amenant une émission de débris avec perte de masse et changements de forme 
ainsi que des transformations physiques et chimiques des surfaces au cours de l’engrènement. 
Ce phénomène complexe est généralement associé à des épaisseurs de film de lubrifiant 
insuffisantes pour garantir une séparation totale des surfaces en contact  et se caractérise par 
des couplages entre propriétés mécaniques, physico-chimiques et topographiques des surfaces 
dans un contexte de sollicitations fréquemment multiformes : mécaniques, thermiques, 
chimiques, etc. 
 
Suite à des enlèvements de matière éventuellement très importants de la surface de 
dents d’engrenages, figure (I.1.1), l’usure extrême peut notoirement influer sur les erreurs de 
transmission et le comportement dynamique de transmissions par engrenages.  
 
    
                                             a                                                                                           b 
Figure (I.1.1) : Usure de dentures des engrenages ; 
a : Dentures  droites ( Höhn et Michaelis [78]). 
b : Dentures  hélicoïdaux  (Yesilyurt [176]) 
 
 
Dans ce chapitre, nous décrivons un certain nombre d’approches analytiques et 
expérimentales de la littérature pour la simulation de  l’usure des dentures des engrenages et 
l’étude de son influence sur le comportement dynamique et vibratoire de transmissions 
mécaniques.  
 
2. Généralités  sur les lois d’usure : 
 
L’usure est un phénomène évolutif et irréversible et elle  fait intervenir un nombre 
important de mécanismes plus ou moins quantifiables pouvant être résumés comme présenté 
ci-dessous :  
 
 La modification des surfaces par enlèvement de matière à l’interface. 
 La présence de débris de troisième corps à l’interface. 
 Le flux de ces débris à l’intérieur et vers l’extérieur du contact. 
 Les mécanismes de transfert. 
 L’influence de l’environnement. 
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 Le couplage entre les aspects thermodynamiques, physico-chimiques, 
mécaniques. 
 
De nombreuses lois d’usure ont été présentées dans littérature. Meng et Ludema [121] ont 
dénombré plus de 300 lois relatives à l’usure de 1947 à 1995 et ont proposé un classement 
chronologique de ces lois en trois catégories : 
 
1- Les lois à caractère empiriques (1947-1970) : ces lois  prennent en compte 
principalement des paramètres relatifs aux conditions de test, pour cela, elles  sont 
souvent précises, mais uniquement valables pour le type de matériau et les conditions 
du test qui les ont validées. 
2- Les lois basées sur la mécanique des contacts et les propriétés des matériaux (1970-
1980) telles que module de Young E ou dureté H. 
3- Les lois basées sur les mécanismes d’endommagement (rupture) (1980-1995), ces lois 
incluent les mécanismes de dislocations et les propriétés en fatigue.  
 
Doelling et al. [42], Dragon-Louiset et Stolz [43-44], Ling et al. [105] ont présenté des 
lois d’usure basées sur des analyses micromécaniques des interfaces, ces lois s’appuient sur la 
thermodynamique et considèrent l’endommagement comme un ensemble de processus 
irréversibles (usure, fracture).  
 
Mohrbacher et al. [124], Huq et Celis [79], ont proposé des lois de calcul d’usure basées 
sur le concept d’énergie dissipé.  Les auteurs ont ainsi confirmé qu’il existait une relation 
linéaire liant le volume usé et l’énergie dissipée, cette relation a été validée par Fouvry et 
Kapsa [62], Fouvry et al. [63]. 
 
 
3. Généralités sur les modes  d’usure : 
 
Les tentatives de classification de l’usure en grandes catégories (usure abrasive, 
adhésive, corrosive, …) se révèlent donc souvent insuffisantes pour identifier les mécanismes 
d’usure, d’autant que dans la plupart des cas, il est possible de montrer que les quantités 
moyennes de matière perdue par passage dans un contact sont de l’ordre d’un volume 
atomique. 
Une tentative de classification des différents modes d’usure est représentée tableau 
(I.1.1). 
 
 
Tableau (I.1.1) : La classification de modes d’usure (Williams [168].) 
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0006/these.pdf 
© [T. Osman], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés
Partie I – Chapitre 1 
 29 
D’après Barrau [13], nous pouvons distinguer les modes principaux suivants: 
 
3.1.  Usure par abrasion : 
  
Elle se caractérise par la présence dans le contact d’un état de surface rugueux ou par 
la pénétration dans le matériau le plus tendre de particules dures provenant des débris d’usure 
du contact ou lié à la pollution du milieu. Ce mécanisme de dégradation qui fait intervenir 
dans les premiers instants uniquement les corps antagonistes, devient rapidement une usure à 
trois corps. Ce mode d’usure est le plus rencontré sur les dentures des engrenages, il peut être 
lié à la vitesse de glissement et à la pression de contact.  
 
 
3.2. Usure par transfert ou adhésion : 
 
Elle se caractérise par un transfert de débris d’un des deux corps antagonistes vers 
l’autre soit par un mécanisme d’origine purement mécanique, soit suite à une réaction 
physico-chimique. Pour le transfert mécanique, plusieurs hypothèses ont été développées. Les 
micro-aspérités présentes dans le contact peuvent conduire à la diminution des zones en 
contact et générer aux jonctions des énergies très élevées qui peuvent favoriser les réactions 
physicochimiques (micro soudage des aspérités en contact).  
Lors du frottement, il existe entre les matériaux antagonistes une multitude de 
microcontacts qui supportent l’ensemble de la charge normale. En effet, dans ces régions, une 
constriction des lignes de forces engendre des concentrations de contraintes et l’augmentation 
de la température (températures ‘flash’). L’évolution de ces aspérités dépend des conditions 
de sollicitation et de l’environnement. 
 
 
3.3. Usure par fatigue : 
 
  Elle est liée à l’action d’un mouvement cyclique et à la capacité des matériaux à 
absorber les énergies de déformation et les contraintes thermiques générées par frottement. 
L’usure par fatigue se manifeste par des fissures, des écailles et des changements de structure 
métallurgique. 
Les comportements face à ce mécanisme d’usure dépendent de la nature du matériau. 
Dans le cas de matériaux ductiles (matériaux métalliques ou polymères), la rupture par 
fissuration (ou mécanisme de délaminage) a lieu en sous-couche, parallèlement à la surface de 
frottement, dans les zones où les contraintes de cisaillement sont maximales. La théorie de 
Hertz permet d’estimer la répartition des contraintes de cisaillement en sous-couche. 
L’analyse des transferts thermiques sur la microstructure (déplacement des lacunes, des 
dislocations, des plans de glissement, l’effet des joints de grains…) explique la formation de 
fissure associée à un écrouissage ou à un adoucissement de la surface.  
 
 
3.4. Usure par réactions tribochimiques : 
 
  C’est un système à trois composantes, où interviennent la réactivité chimique entre les 
surfaces, la réactivité chimique avec le milieu environnant et la réactivité physico-chimique 
avec les débris. Ce type de dégradation résulte d’une seule ou de plusieurs réactions 
chimiques sous l’effet d’agents corrosifs (environnement, lubrifiant) et des contraintes 
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mécaniques pendant le frottement. Suivant l’état structural superficiel, il se crée des oxydes 
réactionnels dépendant de l’environnement. 
Suite au frottement entre les surfaces, la rupture des aspérités qui s’oxydent conduit à 
des débris en général très stables et très durs. Ces derniers jouent alors un rôle abrasif et 
viennent dégrader les surfaces antagonistes et donc entretenir l’usure. Par contre, il est 
possible de rencontrer une configuration moins agressive par la formation de films d’oxydes 
adhérents à la surface d’un des antagonistes et suffisamment résistants au cisaillement pour 
jouer un rôle protecteur. 
 
 
4. Usure des  dentures sur des engrenages droits et hélicoïdaux: 
 
L’usure peut constituer un des modes de défaillance importants pour des transmissions 
par engrenages avec ou sans lubrification. De nombreux paramètres du système doivent être 
pris en compte pour décrire le phénomène d’usure des surfaces en contact avec, en particulier, 
les sollicitations mécaniques (liés à la géométrie et au chargement) et les conditions de 
lubrification entre dentures. La plupart des engrenages fonctionnent dans des régimes de 
lubrification élastohydrodynamique (EHD) mixtes ou limites pour lesquels des contacts 
directs entre aspérités sont possibles et où les interactions physico-chimiques entre surfaces et 
lubrifiant peuvent jouer un rôle prépondérant. D’autre part, les variations de géométrie des 
dentures d’engrenages consécutives à l’usure modifient les conditions d’engrènement de 
façon continue et, par là, les contraintes de flexion et de contact au niveau des dentures,  
 
 
 4.1. Lois d’usure pour les engrenages : 
 
De nombreux auteurs se sont appuyés sur la loi d’Archard [6], (loi empirique), pour 
simuler l’usure sur les dentures des engrenages. Elle s’exprime: 
 
                                              .W
K
Q
H
                                                                         (I.1.1) 
avec : 
:K  coefficient d’usure adimensionnel dépendant du couple de matériaux en contact, 
de la lubrification, de la vitesse de glissement et de la pression de contact.  
V
Q
s
  : représente le volume d’usure (V) par unité de distance glissée (s). 
W  : charge normale appliquée. 
H  : dureté du matériau 
 
  La Figure (I.1.2) illustre le principe de ce modèle pour lequel l’usure sur les dentures 
des engrenages s’exprime en fonction de la pression et de la vitesse de glissement à chaque 
point sur les flancs de dent.  
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Figure (I.1.2) : Illustration du modèle d’Archard. 
 
 
A partir de cette formulation initiale, des expressions globales ou locales de la loi 
d’usure ont été utilisées par différents auteurs. Flodin et Andersson [57-59], ont développé ce 
modèle, pour calculer la profondeur d’usure  h  à chaque point sur la surface de dentures 
droites, et hélicoïdaux sous la forme: 
 
                          
t
s
s
dtvPkdsPkhPk
ds
dh
00
......                                                 (I.1.2) 
Avec : 
          :k  Coefficient d’usure (m²/N) ( )
H
K
k  . 
          :P  Pression de contact (N/m²). 
           :s  Distance de glissement (m). 
           :sv Vitesse de glissement (m/s). 
           :t Temps de glissement (s).  
 
La pression de contact a été calculée en utilisant un modèle de fondation élastique 
(Winkler), Flodin [61], Flodin et Andersson [58-59], représenté sur la Figure (I.1.3) pour des 
conditions de fonctionnement quasi-statiques. La distance de glissement est déduite de la 
cinématique des corps rigides et des positions instantanées des lignes de contact sur les flancs 
de dentures. 
 
 
Figure (I.1.3) : Schéma de principe du modèle de fondation élastique de Winkler (FN : charge normale ; R : 
Rayon équivalente ; H : Hauteur des ressorts) 
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Ding et Kahraman [40], Kuang et Lin [99], Lin et Kuang [104],  ont simulé l’usure sur 
les dentures d’engrenages droits en utilisant le modèle proposé par Flodin et Andersson [59] 
et l’on étendu à l’étude des interactions entre comportement dynamique et usure via un 
modèle torsionnel à un seul degré de liberté (1DDL), Figure (II.1.4). Dans le cas de [40], le 
coefficient d’usure )(k est fonction de l’épaisseur de film de lubrification locale qui dépend 
de la vitesse de rotation et de la géométrie.   
 
 
Figure (I.1.4) : Modèle dynamique d’ engrenages à seul degré de liberté (Ding et Kahraman [40]). 
 
 
Brauer et Andersson [23] ont simulé la charge au contact entre les dentures d’ 
engrenages droits en utilisant la méthode des éléments finis. La pression de contact est 
déterminée par la théorie de Hertz. L’usure en chaque point sur les flancs de dentures  est 
déduite par l’intégration du produit de la distance de glissement et de la pression pendant le 
temps de contact. 
Bajpi et al. [11], ont présenté une méthodologie de prédiction de l’usure sur les 
dentures d’engrenages droits et hélicoïdaux basée sur les calculs de déflections par éléments 
finis et la loi d’Archard. Les résultats sont comparés à relevés expérimentaux. Dans la 
continuité de cette approche, Kahraman et al. [92] ont étudié l’usure des engrenages 
hélicoïdaux et l’influence de déviations de profil. Pour des engrenages droits en 
fonctionnement quasi-statique, notons également les travaux de Dhanasekaran et 
Gnanamoorthy [38], Pŏdra  et Andersson [136], basés sur la même loi d’Archard. 
 
Onishchenko [132], Wojnarowski et Onishchenko [170] ont étudié l’usure des 
engrenages en se basant sur le concept d’intensité de dissipation de puissance en postulant que 
l’usure du matériau est contrôlée par la dissipation d’énergie due au frottement entre les 
surfaces. Il vient alors: 
                                             
                             tµPviV w                                                                                            (I.1.3) 
Avec : 
          :V  Volume du matériau usé (mm
3
). 
          :wi  Intensité de puissance de processus d’usure (mm
3
/j). 
         :P  Pression spécifique dans l’aire de contact (N/mm²) 
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         :µ  Coefficient de frottement. 
         :t   Temps de processus d’usure (s). 
         v : Vitesse du mouvement relatif sur la surface de contact (mm/s).                    
  
 Wu et Cheng [171] ont développé un modèle d’usure pour les contacts 
élastohydrodynamiques (EHD) partiels incluant le rôle des aspérités et des températures 
locales dans le contact conduisant aux relations suivantes :  
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Le ratio de l’usure totale 




 .
W  est : 
                                   LVW
i
i /)(
.
                                                                                 (I.1.5) 
Avec : 
iV  : Volume  local d’usure pour l’aspérité i (m
3
). 
:L  Distance de glissement (m). 
sv : Vitesse de glissement (m/s). 
iT  : Température locale de contact pour l’aspérité i (Kelvin).  
nA : Aire nominale du contact hertzien (m²). 
ciA : Aire de contact pour l’aspérité i (m
2
). 
0A  : Constante représentative de l’oxydation (kg/m² .s). 
0Q : Energie d’activation pour l’oxydation (j/mole). 
0t  : Temps fondamental de vibration des molécules dans la strate adsorbée. 
mk  : Coefficient d’usure pour l’aspérité de contact. 
sE  : Chaleur d’adsorption des molécules d’huile minérale sur les surfaces en acier. 
sR  : Constante des gaz. 
 
A l’évidence, ce modèle repose sur de nombreux paramètres parfois difficilement 
quantifiables parmi lesquelles 00 ,,,, AEtXkm et 0Q  qui dépendent des propriétés physico-
chimiques des interfaces. Parmi ces constantes, deux paramètres ont une importance 
particulière : i) mk  qui caractérise les contacts métal-métal et ii) le paramètre 0A  qui devient 
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important dans les zones avec des températures élevées. A titre indicatif, les valeurs de 
paramètres utilisées par Wu et Cheng [171] sont listées dans le Tableau (I.1.2)  
 
Paramètre Valeur Unité 
mk  
5. E-4  
0A  
4. E10 kg.s/m² 
sE  
49 KJ/mole 
0Q  
193 KJ/mole 
sR  
8.31 J.K/mole 
X  3. E-10 m 
0t  
3. E-12 s 
Fe  
7800 Kg/m
3
 
MO2 32 Kg/kmole 
MFe 56 Kg/kmole 
Tableau (I.1.2) : Valeurs des paramètres du modèle d’usure proposé par Wu et Cheng [171]. 
 
 
Wu et Cheng [172], Akbarzadeh et Khonsari [3] ont appliqué ce modèle pour simuler 
et étudier l’usure sur des dentures d’engrenages droits. Leurs résultats ont montré que l’usure 
est maximale à l’engagement.  La Figure (I.1.5) représente les résultats de simulation d’usure 
sur des dentures droites (pignon) obtenus par Flodin et Andersson [59] en utilisant la loi 
d’Archard et le modèle de Wu et Cheng [171]. Dans les deux configurations, l’usure est 
maximale au pied de dent (correspondant ici à l’engagement) et elle est minimale (voire nulle) 
au point primitif. 
 
         
                              a                                                                                               b  
Figure(I.1.5) : distribution de l’usure sur les dents d’un pignon (engrenage droit) : 
                                   a : Loi d’Archard (Flodin et Andersson [57]). 
                                  b : Modèle de Wu et Cheng (Akbarzadeh etKhonsari [3]). 
 
 
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0006/these.pdf 
© [T. Osman], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés
Partie I – Chapitre 1 
 35 
4.2. Identification du coefficient d’usure :  
 
Dans le modèle d’Archard, le coefficient d’usure est clairement un paramètre clef qui 
recouvre nombre de propriétés/phénomènes physiques dépendant, entre autre, du couple de 
matériaux en contact, des conditions de lubrification, de la vitesse de glissement, de la 
pression de contact, température, etc. 
En 1987, Lim et Ashby [103], ont présenté des diagrammes de mécanismes d’usure 
pour des contacts métal - métal donnant le taux d’usure en liaison avec le mécanisme d’usure 
dominant. L’objectif était de créer une base de données suffisamment large et d’identifier des 
domaines avec des comportements identiques et des transitions entre différents régimes 
d’usure. Les résultats sont donnés en termes de dégradation, d’une pression de contact et 
d’une vitesse adimensionnée, Figure (I.1.6-a). Sur cette base, Pŏdre [137] a construit un 
diagramme d’usure, Figure (I.1.6-b), où nous pouvons constater que 
 
 l’usure dépend davantage de la pression adimensionnelle que de la vitesse de 
glissement normalisée. 
 Pour des vitesses de glissement élevées, entre ( 2 310 10 ) en valeurs adimensionnelles 
sur le graphe, l’usure devient fortement non linéaire. 
 
 
Where  , ,   QP V   : normalised pressure normalised sliding speed and normalised wear respectively. 
                                           a                                                                                                b 
Figure (I.1.6) : a: Diagramme de mécanismes d’usure présenté par  Lim et Ashby [103], 
           b: Diagramme de mécanismes d’usure présenté par Pŏdre [137], 
 
 
 Le coefficient d’usure doit être déterminé expérimentalement et les extrapolations à des 
conditions différentes de celles utilisées pour ces mesures doivent être considérées avec 
précautions. Pour le domaine des engrenages, il est possible de s’appuyer sur les résultats 
expérimentaux de Walton et Goodwin [164] qui ont testé plusieurs matériaux classiquement 
utilisés pour la fabrication d’engrenages. Le coefficient d’usure peut être estimé à partir de 
diagrammes IRG , Figure (I.1.7), qui définissent les conditions d’usure pour des contacts 
glissants lubrifiés à température constante. Les principaux constats sont : 
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1. Pour le régime I, le coefficient du frottement est normalement compris entre 0.02-0.1, 
et le coefficient d’usure est inférieur à 
2
1810 m
N
 , 
2. Pour le régime II, le coefficient de frottement varie entre 03-0.4 avec un coefficient 
d’usure entre  
2
15 1710 10 m
N
  . 
3. Enfin, pour le régime III, le coefficient de frottement est élevé, et le coefficient 
d’usure est supérieur à 
2
1410 m
N
 .  
 
 
IRG transition diagram for counterformal contact between steel components fully submerged in an oil bath 
Figure (I.1.7): Diagramme IRG pour déterminer le coefficient d’usure en fonction du régime de lubrification, 
(Gee et al. [64]). 
 
Wu et Cheng [173], Priest et Taylor [139] ont suggéré que le régime de lubrification 
pouvait être caractérisé par le ratio λ entre l'épaisseur minimale du film de lubrifiant entre les 
dentures et l’amplitude des rugosités sur les surfaces en contact défini par :  
 
      min
q
h
R
                                                                                                             (I.1.6) 
Avec: 
 
qR =
2 2
ap arR R  : La moyenne quadratique des RMS des rugosités sur le pignon et la roue. 
 
À partir de cette relation, Wu et Cheng [173], ont proposé la classification suivante : 
 
 si 3 , le régime de lubrification est élastohydrodynamique à film complet et 
séparation complète des surfaces. 
 si 1 , lubrification limite avec des interactions fortes entre aspérités 
 si 1 3  , le régime de lubrification est élastohydrodynamique partiel, 
intermédiaire entre les deux cas précédents.  
 
Dans le cas des engrenages, le régime d’usure peut varier en fonction du régime de 
fonctionnement mais également, toute chose égale par ailleurs, en fonction de la position 
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locale des contacts sur le flanc de denture conduisant ainsi à des coefficients d’usure 
variables. Le tableau (I.1.3) ci-dessous recense les valeurs numériques du coefficient d’usure 
utilisées classiquement dans la littérature et souligne également l’extrême variabilité de ce 
paramètre selon les auteurs. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tableau (I.1.3) : Valeurs de coefficient d’usure extraites de la littérature. 
 
 
Enfin, Vuong et Meehan [163] ont proposé un modèle analytique dépendant des 
régimes de transition d’usure et Cláudio et al. [29] ont traité, pour une charge constante, le 
coefficient d’usure d’Archard soit comme une variable aléatoire, soit comme une variable 
stochastique. 
  
 
4.3. Etude expérimentale des  faciès d’usure :  
 
 D’un point de vue cinématique, les dents d’engrenages présentent des évolutions 
complexes de conditions de roulement et glissement selon la position des contacts sur les 
flancs de denture. Ainsi, 
 
 Au dessus du point primitif (saillie) les directions de roulement et de glissement sont 
identiques,  
 Au dessous du point primitif (creux), la direction de glissement est opposée acelle du 
roulement, 
 Au point primitif, le glissement s’annule. 
 
Le lien avec les faciès d’usure est relativement direct comme l’illustre la Figure (I.1.8) où 
l’on note un minimum d’usure au voisinage du primitif et une usure maximale dans la zone de 
glissement négatif.   
                      
Coefficient d’usure 2m
N
 bibliographie 
12.5 E  Brauer et Andersson [23] 
 1.33 0.54 . 13E   Pŏdra  et Andersson [136], 
  13.105  Ek  Lin et Kuang [104], 
1. 16k E   Flodin et Andersson [57] 
5. 16k E   Flodin et Andersson [58-59] 
Kuang et Lin [99] 
1. 17k E   Flodin [61] 
18.1  Ek  Yuksel et Kahraman [177] 
2.5 18k E   Ding et Kahraman [40] 
             1965.9  Ek  Kahraman et al. [92] 
Bajpai et al. [11] 
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                 Pied de dent      Point primitif     Sommet de dent 
 
 
Figure (I.1.8) : Faciès d’usure sur dentures droites (SG iron) après 310h, couple moteur de 3 N.m et vitesse 
de rotation 500 tr/min (Walton et Goodwin [164]). 
 
 
 Des résultats similaires ont été obtenus par Flodin [61] qui a comparé les résultats de 
son modèle basé sur la loi d’Archard avec des résultats de mesure sur banc d’essai (Figure 
(I.1.9)). L’usure maximale apparaît aux pieds de denture.  
 
 
Figure (I.1.9) : Distribution de l’usure sur le creux des dentures d’engrenages. Une comparaison entre les 
résultats de calcul et de mesure (Flodin [61]). 
 
 
 
Dhanasdekaran et Gnanamoororty [37-38] ont analysé l’usure des dentures 
d’engrenages droits dans les conditions de contact sec. Les résultats expérimentaux montrent 
que l’usure est maximale au pied et au sommet de dent où la vitesse de glissement est 
maximale avec une usure minimale voire nulle au point primitif, Figure (I.1.10). Les auteurs 
notent un bon accord entre leurs mesures et les résultats issus du modèle d’Archard, Figure 
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(I.1.11). Par ailleurs, les auteurs notent l’apport bénéfique de  MoS2 sur les performances en 
termes d’usure. 
 
 
 
 
Wear depth in the test gear after 2 × 104 cycles (wear cycles 2000–2 × 104 represented): (a) Fe–C–Cu (1 N m), (b) Fe–
C–Cu (2.5 N m), (c) Fe–C–Cu–3% MoS2 (1 N m), (d) Fe–C–Cu–3% MoS2 (2.5 N m), 
 (e) Fe–C–Cu–5% MoS2 (1 N m),  and (f) Fe–C–Cu–5% MoS2 (2.5 N m) 
Figure (I.1.10): Profondeurs d’usure obtenues expérimentalement d’après Dhanasdekaran et 
Gnanamoororty [38]. 
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Predicted and experimental wear depth for the sintered steel gears investigated:  
(a) Fe–C–Cu, (b) Fe–C–Cu–3% MoS2, and (c) Fe–C–Cu–5% MoS2. 
 
Figure (I.1.11): Profondeurs d’usure calculées et mesurées d’après Dhanasdekaran et Gnanamoororty [38]. 
 
 
     L’influence spécifique de la pression de contact sur  l’usure a été abordée par Imrek et 
Düzcükoğlu [80], qui ont conduit des expérimentations sur machine FZG (banc d’engrenages 
en boucle mécanique fermée) pour des dentures droites standards et des dentures présentant 
des modifications de largeur selon la hauteur de dent afin de garder un rapport charge/largeur 
et par conséquent une pression constante au cours de l’engrènement. Les résultas obtenus, 
Figure (I.1.12), montrent: 
 
 Une usure maximale sur le pied et sommet de dent et une usure minimale au primitif 
en accord avec les résultats de [61], [38],  
 Des distributions d’usure différentes selon que les dentures sont modifiées ou non ; 
l’usure étant plus faible sur les dentures modifiées, illustrant clairement la relation 
directe entre pression et usure sur des engrenages. 
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Wear depth in the test gear cycle step: (a) 0.9 × 105 cycle, (b) 1.8 × 105 cycle, (c) 2.7 × 105 cycle and (d) 3.6 × 105 cycle. 
Figure (I.1.12): Profondeur d’usure obtenue  expérimentalement  (Imrek et Düzcükoğlu [80]). Les points : A, 
C et E sont le premier point de contact (pied), point primitif  et le dernier point de contact 
(sommet) sur le profil actif respectivement. 
 
 
4.4. Etude de l’influence d’usure : 
 
D’un point de vue fonctionnel, le degré d’usure acceptable dépend de la durée de vie 
requise, des contraintes en termes de bruit et vibration des engrenages. Ainsi, une usure 
excessive se caractérise-t-elle par une diminution de l’épaisseur de la dent qui peut influer sur 
la fatigue par flexion en pied de dent  parce que l’usure y est maximale, Flodin [61]. Par 
ailleurs, l’usure est un processus d'enlèvement de matière générant des écarts de forme par 
rapport aux profils théoriques des dentures. On peut donc s’attendre à des comportements 
dynamiques perturbés par rapport au comportement nominal ou théorique caractérisé pour des 
dentures sans usure. En retour, les modifications de charge dynamiques sont susceptibles 
d’influer sur le mécanisme d’usure et l’on constate ainsi l’interdépendance entre le 
comportement vibratoire et par là, les performances acoustiques d’engrenages et l’usure des 
dentures.  Dans ce paragraphe, quelques études analytiques et expérimentales de l’influence 
d’usure sur le comportement dynamique et vibratoire des engrenages sont brièvement 
présentées et commentées. 
 
 
4.4.1. Etudes analytiques : 
 
Kuang et Lin [99] ont étudié l’influence de l’usure sur les histogrammes de 
chargement dynamique et ses conséquences  sur les spectres de réponse pour des engrenages 
droits. Les auteurs ont mis en évidence que le pic de chargement dynamique  est fonction de 
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l’usure et que sa valeur diminue avec la progression de l’usure. D’autre part, les amplitudes 
associées à la fréquence d’engrènement augmentent significativement avec la progression de 
l’usure sur les flancs de dent, Figure (I.1.13). 
 
                       
               Variation of torque histograms after                                                   Variation of torque spectra after  
                    different operating cycles                                                                 different operating cycles  
                                                                                                                                                                    
Figure (I.1.13): Influence de l’usure sur le chargement dynamique d’après Kuang et Lin [99].  
 
 
 
Dans le même registre, Ding et Kahraman [40] ont étudié l’interaction entre l’usure et 
le comportement dynamique des engrenages droits sur la base d’un modèle dynamique à un 
seul degré de liberté (1DDL) en utilisant un coefficient d’usure local dépendant du rapport 
 entre épaisseur de film lubrifiant et amplitude des rugosités









qR
hmin . Les auteurs 
montrent que l’usure influence quantitativement et qualitativement le niveau vibratoire 
d’engrenages droits en réduisant les amplitudes dynamiques et les effets non linéaires 
(séparations et chocs entre dentures) au voisinage de la résonance principale.  
 
Toujours dans le cas d’engrenages droits, Brauer et Andersson [23] ont étudié 
l’influence de l’usure sur le couple de frottement et ont trouvés un rôle bénéfique atténuant les 
excitations induites par les variations de sens du frottement, Figure (I.1.14). 
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0006/these.pdf 
© [T. Osman], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés
Partie I – Chapitre 1 
 43 
 
Reaction torque T1 vs. rotation angle φ1 for four wear cycles. 
Figure (I.1.14): Influence de l’usure sur le couple de frottement (Brauer et Andersson [23]). 
 
 
 
4.4.2. Etude expérimentale : 
 
Wojnarowski et Onishchenko [170], ont étudié analytiquement et expérimentalement 
l’influence de l’usure des engrenages droits sur les paramètres d’engrènement sur deux 
machines, Tableau (I.1.4). Le modèle dynamique d’engrenages est un modèle à un seul degré 
de liberté. 
           
 
 
Case 
 
 
 
Machine number 
 
 
Time exploitation (h) 
 
Volume of the tooth worm metal 
(mm
3
) 
               Pinion              Wheel 
0 
1 
2 
- 
342 
2224 
0 
3000 
12000 
0                   0 
               242               142 
642                328 
Tableau (I.1.4): Résultats expérimentaux relatifs à trois niveaux d’usure. 
 
 
 
Les auteurs montrent que, dans le cas d’usures sévères, la zone d’engrènement est 
réduite et la ligne d’action réelle s’éloigne de sa valeur théorique pour devenir curviligne 
conduisant ainsi à un rapport de vitesse fluctuant, Figure (I.1.15). Les accélérations 
correspondantes produisent des effets dynamiques caractérisés par un facteur dynamique 
défini par :  
 
                  
1 ,1
,1
1
S
S
J
K
T



                                                                                                   (I.1.7) 
Avec :  
            ,1  : Accélération angulaire du pignon (rad/sec²).    
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0006/these.pdf 
© [T. Osman], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés
Partie I – Chapitre 1 
 44 
            ,1SJ  : Moments d'inertie polaire du pignon (Kg. m²). 
            ,1ST  : Couple moteur (N. m). 
 
L’usure sévère induit donc des charges dynamiques dont les valeurs maximales sont à 
l’engagement et au dégagement comme illustré sur la Figure (I.1.16).     
 
 
    
 
The influences of the tooth wear on the shape of the                                The gear ratio taking into account the     
                  wear and line of action                                                                           deformation  of teeth.                
                                               (0) – unworn teeth, (1) – machine N342 and  (2) – machine N2224 
 
Figure (I.1.15): Influence de l’usure sur la forme de la ligne d’action et le rapport d’engrènement  (i), 
(Wojnarowski et Onishchenko [170]). 
 
 
 
 
 
The dynamic factor of the investigated gear transmission (0) – unworn teeth, 1 – machine N0342, 2 – machine 
N2224 
Figure (I.1.16): Influence de l’usure sur le facteur dynamique (Wojnarowski et Onishchenko [170]). 
 
 
Dans leur étude expérimentale et théorique, Yesilyurt et al. [175] ont étudié l’influence 
de l’usure sur le niveau de vibration pour des engrenages droits. Les mesures d’accélération 
sur la Figure (I.1.17) montrent, pour des engrenages sans usure, que les vibrations sont des 
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ondes sinusoïdales sensiblement uniformes dans le temps. Après 3 h d’usure, l'amplitude des 
vibrations décroît sensiblement avec une réduction significative de l'amplitude des trois 
premiers harmoniques de la fréquence d’engrènement. Ces variations sont attribuables à de 
petites déviations dans la forme des dentures qui pourraient s’apparenter à des corrections de 
forme. Avec l’augmentation des durées d’usure (c'est à dire 6, 9 et 15 h d’essai), des 
changements importants sont observés sur les signaux avec une augmentation notable des 
amplitudes de vibration et des contenus spectraux plus larges.  Le volume de matériau enlevé 
par usure est devenu important et conduit, à ce stade, à une  détérioration du comportement 
dynamique de l’engrenage.   
 
 
 
Gear accelerations time traces during the advancement                             Gear vibration spectra during the    
                                of wear                                                                                  advancement of wear                   
       
Figure (I.1.17): influence de l’usure sur le niveau de vibration pour des engrenages droits (Yesilyurt et al. 
[175]). 
 
 
En ce qui concerne les dentures hélicoïdales, Yesilyurt  [176], la Figure (I.1.18) 
montre que le niveau d’énergie instantanée diminue au cours de la première phase de l’usure 
comme illustré sur les spectrogrammes et scalogramme dans le domaine des hautes 
fréquences, principalement autour des troisième et quatrième harmoniques. D’autre part, les 
niveaux de la moyenne, de la médiane et la bande passante pour le spectrogramme et 
scalogramme, augmentent  nettement par rapport aux valeurs sans usure. Ces tendances 
peuvent servir de base à des techniques de détection et de suivi d’usure sur des engrenages. 
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Top to bottom: scalogram, IE, mean frequency, median frequency, and bandwidth for healthy gear vibration (left 
column), and worn gear vibration (right column). 
 
Figure (I.1.18) : Influence de l’usure sur le niveau vibratoire d’engrenages hélicoïdaux ( Yesilyurt [176]). 
  
 
5. Usure des engrenages et fatigue de flexion : 
 
 Les interactions entre ces deux phénomènes sont complexes mais il semble possible de 
postuler que l’usure et la fatigue en pied de dent des dentures sont liées. En effet, il semble 
clairement établi que l’usure abrasive est maximale au creux de dentures et principalement au 
niveau de l’engagement (soit le pied de dent) à cause des valeurs de pression et des vitesses de 
glissement très élevées dans cette zone. Cette usure conduit donc à une perte d’épaisseur 
susceptible d’impacter les contraintes associées à la flexion des dentures, Flodin [60-61], 
Figure (I.1.19), et dans une moindre mesure la fatigue de contact par pitting, Figure (I.1.20), 
Dhanasdekaran et Gnanamoororty [38]. A ce titre, l’usure peut apparaître comme un 
catalyseur pour la fatigue de surface. 
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       a)                                                                               b) 
              
    c)                                                                                d) 
a) Section through tooth. Wear at start of active flank after 128 hours 100x magnification. Light part 
in figure is tooth, black is matrix substrate. b) SEM picture of damages at start of active flank. c) SEM picture of 
individual damage at root with striation marks. d) Crack surfacing, will form a metal flake and spall off. The 
crack can bee seen in the c) photo. 128 hours of running. 
 
Figure (I.1.19): Distribution de l’usure au pied de dent d’engrenages droits, ( Flodin [61]). 
 
 
 
 
Figure (I.1.20): Pitting localisée sur le creux des dents d’engrenages, Dhanasdekaran et Gnanamoororty 
[38]. 
 
Tip 
Original 
surface 
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6. Conclusion : 
 
Au terme de cette introduction bibliographique, nous pouvons dégager quelques 
tendances, quant à la simulation de l’usure et aux études d’influence de l’usure sur le 
comportement dynamique et vibratoire de trains d'engrenages. Tout d’abord, la littérature 
concernant la modélisation, l’analyse de l’usure en régime quasi-statique sur des dents 
d’engrenages est riche. Dans la très large majorité des cas, la loi d’usure abrasive proposée 
par Archard est utilisée. Les résultats expérimentaux et analytiques convergent vers des faciès 
d’usure présentant des maxima dans les zones d’engagement et de dégagement où les 
glissements sont les plus importants. L’usure abrasive (douce) au voisinage du point primitif 
est normalement très faible. En ce qui concerne, les interactions entre usure des flancs de 
dentures et le comportement dynamique de transmissions par engrenages, les travaux sont 
beaucoup plus rares. Les résultats publiés montrent une influence éventuellement marquée de 
l’usure sur les niveaux de chargement instantanés sur les dents. Les modèles dynamiques 
trouvés dans la littérature sont généralement très simplifiés et, souvent, négligent les effets de 
flexion des arbres. De plus, les engrenages sont supposés être peu larges de sorte que les 
effets associés aux distorsions des corps du pignon et/ou de la roue peuvent être négligés.  
 
 Dans les chapitres suivants, nous développerons, sur la base du modèle d’usure 
d’Archard, des approches dynamiques tridimensionnelles plus sophistiquées permettant de 
tenir compte des effets listés plus haut. Enfin, des analyses paramétriques relativement 
exhaustives seront présentées afin de caractériser plus finement les interactions entre 
comportement dynamiques et usure sur les flancs de dentures d’engrenages.  
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Chapitre 2: 
Simulation statique et dynamique 
d’usure des engrenages droits et 
hélicoïdaux de fortes largeurs 
 
1. Introduction. 
2. Modélisation dynamique de transmission par engrenages. 
3. Simulation d’usure abrasive sur les dentures des engrenages. 
4. Résolution des équations du mouvement. 
5. Conclusion. 
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1. Introduction : 
 
L’usure par abrasion constitue une source importante de défaut pour des dentures non 
traitées en surface. Le développement de cette usure est lié au niveau de chargement appliqué 
sur les contacts, à la vitesse de glissement ainsi qu’à la présence d’éléments abrasifs dans le 
lubrifiant. L’usure normale est un phénomène lent et dépend entre autres des caractéristiques 
mécaniques superficielles (dureté en particulier).  
 
Le comportement dynamique des engrenages peut être caractérisé dans certaines 
gammes de vitesses par des amplifications d’effort sur les contacts entre dents et des 
oscillations des niveaux de chargement qui peuvent influer sur l’usure des flancs.  A l’inverse, 
les variations de forme engendrées par l’usure des dentures va modifier les conditions de 
contact et par conséquent les efforts dynamiques aux contacts. Les deux phénomènes sont 
donc couplés et susceptibles d’évoluer de façon différente en fonction des vitesses de rotation. 
 
Les résultats de la littérature portant sur les interactions entre comportement 
dynamique et usure s’appuient généralement sur des modèles simples à un seul degré de 
liberté dont le domaine de représentativité est éventuellement étroit. Dans ce chapitre, nous 
nous proposons donc de mettre en place une modélisation plus sophistiquée couplant 
mécanisme d’usure et comportement dynamique pour des conditions de fonctionnement 
réalistes tenant compte de corrections de forme, de défauts d’alignement et de distorsions des 
dentures sous charges. 
 
Dans la première partie de ce chapitre, un modèle dynamique spécifique (à 72 DDL) 
prenant en compte les effets de traction – compression torsion et flexion des engrenages ainsi 
que les effets des arbres et paliers est présenté. La seconde partie décrit une simulation quasi-
statique et dynamique de l’usure des dents d’engrenages et l’introduction des distributions 
d’usure comme écarts de forme sur les dentures. Enfin, la dernière partie de ce chapitre est 
consacrée à la mise au point d’un algorithme général de résolution numérique des équations 
de mouvements en présence d’usure. 
 
 
2. Modélisation dynamique de transmissions par engrenages : 
 
 Le modèle dynamique utilisé dans nos travaux pour simuler l’usure, repose sur un 
modèle développé au Laboratoire de Mécanique des Contacts et Solide (LaMCoS – INSA 
Lyon), Figure (I.2.1). Ce modèle original prend en compte les déformations du corps des 
mobiles et a pour principales caractéristiques le calcul d’une raideur d’engrènement 
dépendante du temps ainsi que la prise en compte des écarts de forme et des défauts.  
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                                                               0.05 (m) 
                                     Pignon 
 
 0.10001                 0.095                                    0.095                0.1 
 
     6                         5                      4                  3                        2                       1 
                                                                                                                                                

Z                                                                                                                                              
 
                                                                                                                                                            
 
                      Paliers  
                                                                                           
 
 
                                              
      
        12                      11                    10             9                      8                         7 
                                                                                                                                                   
 
 
                      
 
                                                                                     Roue 
 
 
                  
 
                    0.1 (m)                      0.1     0.04            0.1                      0.1 
                                                                 
                                                                   
                                                                   

S  
 
Figure (I.2.1) : Modèle de transmission de puissance par engrenages (72 DDL). 
                   1, 2, ..., 12   : Numéros de nœud 
                                      I, II, ..., X   : Numéros d'éléments d’arbres 
 
 
2.1. Modélisation des éléments d’arbres : 
 
Les arbres sont modélisés par des éléments de type poutre circulaire à deux nœuds en 
flexion, torsion et traction - compression avec effets de cisaillement (Velex [161], Bard [12]). 
Chaque nœud possède six degrés de liberté, trois translations  wvu ,,  et trois rotations 
),,  soit au total douze degrés de liberté par élément d'arbre, Figure (I.2.2) : 
 
            II           I  0.07          V            IV 
           IX               X        VII            VI 
0
.0
3
 
Entrée 
Sortie 
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Sens de la largeur du pignon ou de la roue
 
Figure (I.2.2) : Modélisation de l’élément d’arbre 
 
 
Les matrices masse et raideur de ces éléments sont déterminées à partir de la théorie 
classique des poutres de Timoshenko. 
 
 
2.2. Modélisation des paliers : 
 
Les paliers sont représentés par des rigidités concentrées qui sont ajoutées au niveau 
des nœuds du modèle global du réducteur (les paliers sont placés aux nœuds 2, 5, 8 et 11, sur 
la Figure (I.2.1)). D’une manière générale, des raideurs de traction associées aux degrés de 
liberté de translation  wvu ,,  et des raideurs de rotation associées aux degrés de liberté en 
rotation ( ),,  peuvent être insérées en tout nœud. 
 
 
2.3. Modèle de moteur et de frein : 
 
Le moteur et le frein sont caractérisés uniquement par leurs masses et leurs inerties. 
Ainsi, l’introduction dans le modèle global de ces éléments ne se fera que par ajout d’une 
matrice masse élémentaire diagonale Mmot pour le moteur et  Mfr pour le frein 
 
2.4. Modélisation d’engrenage :  
 
2.4.1. Géométrie des engrenages rigides : 
 
Le contact entre les profils conjugués de dentures s’effectue dans le plan tangent aux 
deux cylindres de base, appelé plan d’action. Ce contact est supposé linéique et les lignes de 
contact sont inclinées de l’angle d’hélice de base  b  par rapport aux lignes de tangence 
entre le plan d’action et les cylindres de base. Ces lignes de contact se translatent sur le plan 
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d’action avec une vitesse linéique  V  imposée par la vitesse de rotation du pignon, Figure 
(II.2.3) : 
 
                  11 bRV                                                                 (I.2.1) 
Avec : 
1  : Vitesse de rotation du pignon. 
1bR  : Rayon de base du pignon.     
 
                                                

T  
                                                                                                                                   
                                                                                                                     

S  
 
 
                             

Z                                                                                       
Figure (I.2.3) : Caractéristiques géométriques d’un engrenage extérieur. 
 
 
2.4.2. Définition des écarts géométriques : 
 
 Les écarts géométriques sont classés en deux catégories : 
 
 Les écarts de forme qui proviennent du processus de fabrication (erreurs de profil, 
erreurs de distorsion, erreurs de division….) 
 Les écarts de montage qui dépendent de l’assemblage des différents constituants du 
réducteur (désalignement des axes de rotation du pignon et de la roue, excentricités du 
pignon et de la roue). 
 
    Chaque ligne de contact potentielle dans le plan d'action est discrétisée en un nombre 
fini de cellules élémentaires. A chaque cellule est associé un point de contact  ijM auquel 
correspond un écart élémentaire éventuel  ije M . Cet écart est défini comme la distance 
algébrique suivant la normale extérieure mn  au profil considéré, entre le point de contact réel 
et le point de contact théorique, Figure (I.2.4). 
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                                                                                                                      Configuration dans le plan d’action 
Figure (I.2.4): Discrétisation du flanc actif d’une dent. 
 
 
 Dans les conditions de corps rigides, le(s) point(s) de contact correspond(ent), à chaque 
instant, au(x) point(s) pour lequel(s) l’écart normal total est maximum (l’écart étant défini 
positif dans la direction des normales sortantes par rapport aux flancs de dentures). Ce point, 
qui peut ne pas être unique, est noté  M et son écart total  e M  est la somme des écarts de 
forme  ijfm Me des dentures des mobiles m ( m =1 pour le pignon, m =2 pour la roue) , des 
écarts de désalignement  ijdm Me  (voir Annexe 1), et des écarts d’excentricité  ijxm Me , soit : 
 
                           


2
1
m
m
ijxmijdmijfmij MeMeMeMe                              (I.2.2) 
 
 
avec, 1m pour le pignon et 2m  pour la roue 
 
L’écart relatif est alors défini, à chaque instant, comme la différence entre l’écart 
normal équivalent au point ijM  et l’écart normal maximum au point M
  (point de contact) 
dans les conditions des corps rigides, Figure (I.2.5) : 
 
                                  *ij ije M e M e M                                           (I.2.3) 
 
ligne théorique de contact








e(M*)>0
e(M  )>0
e(M  )<0 1 : pignon avec défauts
2 : roue sans défaut
n1
+
ij
ij
ij

 
                                      Figure (I.2.5) : Point de contact dans les conditions des corps rigides. 
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X
Z
T1 T2

x1j x2j
Plan d'action
T1 T2''
M ij
Tranche j
Ligne de 
contact i
On constate que quelque soit le temps et le point M de la fenêtre d'engrènement, l'écart 
relatif est inférieur ou égal à zéro. On montrera, par la suite, comment ce terme intervient dans 
les équations du mouvement du système. 
 
 
2.4.3. Détermination de champs de déplacements : 
 
Pour déterminer la position du point étudié, les corps du pignon et de la roue sont 
discrétisés en un certain nombre de tranches cylindriques minces repérées par l’indice j, 
Figure (I.2.6). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
                                                                                                                                              
                                                                                                                                       ijM     
                                                                                                                                                                                      
 
                                                                                                                                            ,ij ijK e M                
Figure (I.2.6) : Discrétisation des lignes de contact sur le plan d’action. 
 
 
En isolant une tranche mince sur le pignon et la roue, Figure (I.2.7), il est possible de 
définir un engrenage infinitésimal dont le comportement est caractérisé par 12 degrés de 
libertés, six degrés de liberté sont attribués à chaque roue de l'engrenage (trois translations  uwv ,,   et trois rotations   ,, ). Ils correspondent aux déplacements généralisés du corps 
de l’engrenage en torsion, flexion, traction – compression. 
 
Le déplacement sous charge au point de contact potentiel ijM  (i se rapporte au numéro 
de ligne de contact à un instant donné dans le plan d’action) peut s’exprimer à partir des 
torseurs de déplacements infinitésimaux  mj  associés à la j-ème tranche du pignon (m=1) et 
de la roue (m=2). Soit, par rapport aux mouvements de corps rigides, il vient, Velex et Maatar 
[162] : 
 
                     mj j j
mj j j
u S T Z
S T Z
mj mj mj mj
mj
mj mj mj
O v w u    
       
                                                          (I.2.4) 
 
où mjO  est le centre de la tranche j élémentaire du corps m. 
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                        Figure (I.2.7) : Modélisation d’une tranche mince j du pignon et de la roue. 
 
 
                                                                                                                                                                                                                                                                                                 
2.4.4. Définition d’état déformée : 
 
L’aire de contact réelle et la charge dynamique instantanée sur les dents en prise sont 
déterminées à partir du calcul de l’écrasement associé à chaque point de contact. Sous l’effet 
combiné de l’ensemble de ces perturbations, chaque point ijM  subit un déplacement normal, 
dans la direction du plan d’action, par rapport à l’état de référence. L’expression de ce 
déplacement s’écrit, Lipkin et Duffy [106] : 
 
                             
2
mj mj mj ij m j
1
u O M .n V
T
ij mj ij
m
M O M q 

                               (I.2.5) 
 
Avec : 
nm  est normale unitaire sortante à la ligne d’intersection entre le flanc du corps et le 
plan d’action.  
 
j 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2, , , , , , , , , , ,
T
j j j j j j j j j j j jq v w u v w u         , le vecteur des degrés de 
liberté de la tranche j du pignon et de la roue. 
 
 V ijM , le vecteur de structure dépendant de la géométrie du pignon et de la roue : 
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                                                                                                                                            (I.2.6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Avec : 
 bmR  : rayon de base de la roue n°m (m=1,2). 
  t  : angle de pression apparent. 
  b  : angle d'hélice de base. 
   1 : pour une roue menante tournant dans le sens positif 
   1 :  pour une roue menante tournant dans le sens négatif 
 
    Les autres paramètres sont définis dans la Figure (I.2.6). 
 
Les déplacements généralisés du centre de la tranche j  s’écrivent en fonction des 
déplacements des deux nœuds extrêmes de la roue m  par l’intermédiaire des fonctions de 
forme  )( ijf MP  des éléments finis de poutre utilisés pour modéliser les corps du pignon et de 
la roue, Ajmi et Velex [2], soit,  
 
               qMPMVM ijfTijij )()()(                         (I.2.7) 
 
Le contact et la déflexion au point ( )ijM n’existent que si ( )ijM est supérieur à l’écart 
relatif  ije M . En ce cas, l’écrasement au point ( )ijM s’écrit : 
 
                            )( ijM    ijij MeM                                                                          (I.2.8) 
 
et la condition de contact s’exprime :  
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                             0ijM                                                                                                (I.2.9) 
 
Pour chacune des cellules discrétisant les lignes de contacts dans le plan de base, la 
raideur d’engrènement élémentaire est ijK  et l'énergie de déformation élémentaire est déduite 
sous la forme :  
                            
21
2
ij ij ijdU K M                               (I.2.10) 
 
L'énergie de déformation totale pour l'engrènement vaut donc :  
 
                            
( )
2
,
, 1
1
2
cN t
ij tot ij ij
i j
U t K M

                                                                  (I.2.11) 
 
avec )(tNc est le nombre de cellules en contact à l'instant t. 
 
 
3. Simulation de l’usure abrasive sur les dentures des engrenages : 
 
3.1.  Modèle quasi-statique de l’usure : 
 
Dans le premier chapitre, nous avons présenté les lois d’usure utilisées pour les 
engrenages. Il s’avère que la loi d’Archard est, de loin, la plus utilisée et que les comparaisons 
avec les résultats expérimentaux semblent satisfaisantes dans la mesure où un ou plusieurs 
coefficients d’usure réalistes peuvent être déterminés (Dhanasdekaran et Gnanamoororty 
[38]). Pour ces raisons, nous nous situerons dans la lignée des modèles les plus courants dans 
la littérature (en particulier ceux de Flodin et Andersson [58-59]) en utilisant également une 
loi d’Archard.  
 
Dans ces conditions, la profondeur d’usure )( ijMh  à chaque point de contact, Figure 
(I.2.6), sur le flanc de denture du pignon et de la roue est liée à la pression normale maximale 
 ijMP0 et à la distance de glissement  ijMs  de sorte que: 
 
                  ijijijij MsMPkMh )(0                           (I.2.12)                 
 
Avec  
ijk , le coefficient d’usure local (m²/N). 
 
En séparant les points sur la surface du pignon et de la roue, la distance de glissement 
pour  chaque point peut être déterminée en supposant que i) les vitesses restent constantes 
lorsque  les points se déplacent dans la zone de contact et ii) que, pendant cette transition, la 
largeur de contact dans la direction du profil ne varie pas. 
  
La distance de glissement pour chaque point sur le flanc de pignon (indice 1) et la roue 
(indice 2) peut donc s’exprimer :  
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V            (I.2.13) 
  
Avec :  
 ijH Ma  : demi-largeur de contact. 
 ijMu ' 2,1  : les vitesses linéaires des points de contact dans la direction tangentielle par 
rapport aux flancs actifs de dentures (c'est-à-dire la direction normale au plan 
d’action), Figure (I.2.4).                                             
 
Pour chaque cycle de chargement  *F en un point sur le pignon et la roue, la 
profondeur d’usure additionnelle s’exprime donc par: 
 
                        
   
 ijm
ijij
ij
F
ij
F
Hijij
F
m
Mu
MuMu
MPMakMh
'
2
'
1
0
**
2

                                  (I.2.14) 
 
Avec :  
1m pour le pignon, 2m  pour la roue. 
 
L’usure cumulée après *N  cycles de chargement est déduite sous la forme : 
 
                       


*
**
1
N
F
ij
F
mij
N
m MhMh                                                      (I.2.15) 
 
Dans la plupart des situations pratiques, nous pouvons raisonnablement supposer que 
l'usure est un phénomène suffisamment lent de sorte que la demi-largeur de contact  ijFH Ma *  
et la pression normale maximale  ijF MP *0  n’aient pas à être recalculées à chaque cycle de 
chargement. En notant  n , le nombre de cycles sur le pignon pour lesquels ces paramètres 
peuvent être considérés comme sensiblement constants (le critère qualitatif permettant de 
fixer un ordre de grandeur de (n) s’appuie sur les incertitudes de géométrie en fonction de la 
classe de précision des engrenages), le nombre des opérations de sommations dans (I.2.15) 
peut être fortement réduit et il vient alors:  
 
Pour le pignon 
                       
   
 
' '
1 2
1 0 '
1
2
ij iji n in in
ij ij H ij ij
ij
u M u M
h M nk a M P M
u M

                         (I.2.16-a) 
Pour la roue 
     
   
 
' '
1 2
1
2 0 '
2 2
2
ij iji n in in
ij ij H ij ij
ij
u M u MZ
h M n k a M P M
Z u M

           (I.2.16-b) 
 
Après chaque séquence, les géométries des flancs de dents du pignon et de la roue sont 
ajustées en soustrayant la distribution d’usure calculée en tout point des flancs du pignon et de 
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la roue et la profondeur d’usure cumulée après nPN '*   cycles de chargement sur le pignon 
est calculée par sommation réduite  *'' NPP  :  
 
                        


'
1
*
P
i
ij
ni
mij
N
m MhMh                                                            (I.2.17) 
 
Cette relation est utilisée pour évaluer la profondeur de l’usure à tous points localisés sur les 
flancs des dents du pignon et de la roue. 
 
 
3.2. Modèle dynamique de l’usure : 
 
  Le coefficient d’usure ijk est souvent utilisé pour séparer l’usure douce de l’usure 
sévère et sa valeur est généralement déterminée à partir de l’expérimentation (voir tableau 
(I.1.3), chapitre 1). Les conditions de lubrification jouent un rôle très important et le régime 
d’usure varie en fonction de l’épaisseur de film de lubrifiant (qui dépend elle-même de la 
vitesse de rotation, de la géométrie et du lubrifiant). En nous appuyant sur les travaux de 
Priest et Taylor [139], les valeurs suivantes ont été retenues dans nos simulations en fonction 
du rapport   (
qR
hmin ): 
 
                    0k                                    si     5.0       
      ijk       4
7
2
0k                      si     45.0                                                      (I.2.18) 
 
                    0                                     si     4     
 
     
Avec : 
minh  : l’épaisseur minimale de film lubrifiant (Hamrock-Dowson [76]) donnée par : 
 
                       0.49 0.68 0.073 0.68min' 2.266 . . 1
h
G U W e
R
                                                (I.2.19) 
 
' '
0. 1 2
' '
( )
.
u u
U
E R
h 
  :  paramètre de vitesse.                         
' '
w
W
E R
 : paramètre de charge.                         
'EG pv  : paramètre de matériaux.  
  : paramètre d’ellipticité  (  dans le cas d’engrenages).                 
pv  : coefficient de piézo-viscosité (Pa
-1
). 
0h  : viscosité à pression ambiante (Pa.sec). 
w  : charge par unité de largeur  (N/m).    
21
21'
RR
RR
R

 : rayon de courbure équivalent.                                                            
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2 2
1 2
'
1 2
1 11 1
2
v v
E E E
  
  
 
 : module d’ Young équivalent.  
1 2,R R  : rayon de courbure du pignon et de la roue respectivement. 
1 2,E E  : module d’ Young du matériau de pignon et de roue respectivement. 
1 2,v v  : coefficient de Poisson du matériau de pignon et de  roue respectivement. 
2
2
2
1 qq RRRq  , moyenne quadratique des RMS des rugosités sur le pignon et la 
roue. 
 
L’écoulement de lubrifiant n’est pas parfaitement isotherme et l’échauffement du 
fluide dans la zone de génération de pression peut conduire à une diminution de l’épaisseur de 
film lubrifiant introduite via T , le facteur de réduction thermique défini par Gupta et al. [75], 
tel que: 
 
              
q
T
R
h 
 min                                                                                             (I.2.20-a) 
et 
              
 
0.420
'
0.83 0.640
1 13.2
1 0.213 1 2.23
T
P
L
E
S L

 
  
 
 
                                                                    (I.2.20-b) 
 
L  est un paramètre sans dimension caractéristique de l’état thermique :  
 
                 
 
2
* ' '' ' 2
1 21 1
2
( )
4 4
f f
u uu u
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T K K T
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h
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    
 
                                                  (I.2.21)    
                         
S  est un paramètre sans dimension caractéristique du glissement :  
 
                  
' '
1 2
' '
1 2
2
u u
S
u u



                                                                                                   (I.2.22)    
             
fK  est la conductivité thermique de lubrifiant. 
           *  est le coefficient de thermo-viscosité de lubrifiant. 
T  est la température absolue de fonctionnement.  
h  est la viscosité dynamique du lubrifiant (Pa.s). 
 
 
A partir de la relation (I.2.18), trois régimes de lubrification sont considérés, Figure 
(I.2.8):  
a) lorsque la séparation par le lubrifiant empêche toute interaction directe entre les   
surfaces ( 4 ),  l’usure est considérée comme nulle  0ijk , 
b) si  à l’inverse les interactions sont fortes (rapport 5.0 ), l’usure sera importante et     
le coefficient d’usure locale 0kkij   est considérée dont la 
            valeur est généralement déterminée sur la base de résultats expérimentaux 
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c) et enfin, un régime intermédiaire pour lequel une variation linéaire du coefficient 
d’usure  local entre les deux cas a) et b) est introduite. 
 
 
                kij (m²/N) 
 
 
                                       Usure                     Région de transition                   Non usure 
                                            importante 
                                  
                            k0 
 
 
 
 
                                                                                                                                         
                                0                 0.5                                               4 
 
Figure (I.2.8): Estimation du coefficient d’usure locale en fonction du rapport  . 
 
 
 On notera que le coefficient de frottement n’apparaît pas de manière explicite dans le 
modèle d’usure, mais que le coefficient d’usure est lié indirectement au coefficient de 
frottement par le régime de lubrification (comme illustré par les courbes de Stribeck donnant  
l’évolution du coefficient de frottement en fonction du régime de lubrification).  
 
 
3.3. Introduction des distributions d’usure sur les flancs de dents : 
 
Les modèles dynamiques de transmission de puissance par engrenages utilisés pour 
simuler l’usure et étudier son influence doivent pouvoir tenir compte des écarts de surfaces 
éventuellement complexes générés par l’usure sur les surfaces de denture du pignon et de la 
roue. L’écart équivalent total au point de contact  ijM sera donc la somme des contributions 
individuelles associées à chacun des mobiles, soit:        
                                 
          



2
1
,
m
m
ij
N
mijxmijdmijfmij tMhMeMeMeMe                                      (I.2.23) 
 
Dans cette relation, les fonctions écarts sont considérées comme a) des fonctions du 
temps afin de simuler les évolutions selon les profils de denture et b) des fonctions dépendant 
de la position selon la largeur de dent.  
 
 
4.  Résolution des équations du mouvement : 
 
4.1. Equations du mouvement : 
 
L'assemblage des matrices masse et raideur de l'élément d'engrenage, des éléments 
d'arbres constituant le réducteur  et l'adjonction des matrices de raideurs constantes des paliers 
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supportant les arbres et des autres constituants du réducteur conduit à un système d'équations 
représentatif de la structure mécanique réelle de la forme: 
 
                          ),,()(.),( 21,0 qMetFtFqqtKqCqM ijglobglob                          (I.2.24) 
 
Avec :  
 globM : matrice masse globale du système (éléments d’arbres, engrenages, frein, 
moteur, paliers, d’accouplement élastique). 
 C : matrice amortissement équivalent supposée constante (engrenages, éléments 
d’arbres, paliers, d’accouplement élastique). 
   qtKglob ,  : matrice de rigidité globale du réducteur (engrenages, éléments d’arbres,  
paliers, accouplements). 
 q : vecteur  des  variables  d'état  constitué  par   les   coordonnées   généralisées  du 
  système. 
 )(1,0 tF  )()( 10 tFtF  : vecteur des efforts extérieurs généralisés, dépendant du  
temps et regroupant les termes des efforts statiques ainsi que les termes d’excitations 
introduits par les erreurs de montage. 
             )),(,(2 qMetF ij : vecteur   dépendant  du   temps   introduisant   l'effet   des   écarts  
            géométriques et les écarts de forme générés par l’usure. 
             
 
La matrice amortissement  C  est construite à partir de la matrice masse globale 
 globM  et de la matrice de rigidité globale du réducteur moyennée sur le temps et l’espace 
 globK . En supposant que la matrice amortissement est orthogonale par rapport aux modes 
propres du système avec raideurs moyennées, il vient : 
 
              kjpour0cavecmk2c jkjkjkjjk 
                                         (I.2.25) 
 
Où 
c jk
  : composante de la matrice  C . 
k jk
  : composante diagonale de la matrice raideur modale          glob
t
KK . 
mij
  : composante diagonale de la matrice masse modale          glob
T
MM . 
   : matrice des modes propres pour le système avec raideur moyennée. 
j : facteur d'amortissement modal relatif au mode j. 
 
La matrice d'amortissement est alors exprimée dans la base physique par la 
transformation inverse : 
 
                        1  CC
T
                                                                                   (I.2.26) 
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Pour des raisons de simplicité, une valeur du facteur d’amortissement j commune à 
l’ensemble de tous les modes retenus sera utilisée dans la suite de ce mémoire. Pour 
l’ensemble des applications numériques de ce mémoire une valeur de 0.1 sera utilisée, cette 
valeur correspond sensiblement à la borne supérieure des valeurs trouvées dans la littérature. 
 
 
4.2. Résolution numérique : 
 
Les équations du mouvement sont intégrées pas à pas dans le temps par le schéma 
implicite de Newmark couplé à un algorithme de contact normal unilatéral. À chaque pas de 
temps, deux contraintes sont appliquées, la première vérifie qu’il n’existe pas d’efforts de 
contact négatifs tandis que la seconde vérifie qu’en tout point extérieur à 
cL (longueur de 
contact potentielle) il n’y a pas d’écrasement.  A chaque pas de temps, les lignes de contact se 
déplacent dans le plan d’action selon la cinématique de corps rigides et, par conséquent, les 
caractéristiques géométriques (longueur de contact, distribution de déviations…) sont 
changées. Le principe de résolution et l’interdépendance entre les équations du mouvement et 
les conditions de contact sont explicitées dans la Figure (I.2.9). 
 
Pendant la première séquence ( n cycles), les changements de géométrie causés par 
l’usure sont négligés (les écarts induits par les usures ne sont réactualisés qu’après un certain 
nombre de cycles). Pour cela, les équations sont résolues en utilisant un nombre suffisant de 
périodes d’engrènement afin d’obtenir une réponse stable. Le champ de pression et les 
dimensions de contact sont déduits pour tous points de contact dans une période 
d’engrènement et l’écart normal équivalent (équation (I.2.23) est appliqué pour évaluer la 
géométrie de dents modifiée après n cycles. Les écarts équivalents normaux par rapport aux 
flancs parfaits sont alors modifiés et le processus de solution est ensuite répété sur la séquence 
( n cycles) suivante. 
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Figure (I.2.9) : Schéma de résolution de Newmark couplé à un algorithme de contact. 
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5. Conclusion : 
 
 Dans ce chapitre, nous avons présenté une simulation couplant les mécanismes d’usure 
et un modèle dynamique spécifique d’engrenages droits et hélicoïdaux de fortes largueurs 
prenant en compte les effets de traction – compression torsion et flexion des engrenages ainsi 
que l’influence des arbres et paliers. Ce modèle est original et n’a, à notre connaissance, 
jamais été utilisé dans la littérature. Les évolutions d’usure sont déduites d’un modèle 
d’Archard local qui intègre l’influence des conditions de lubrification via un coefficient 
d’usure local dépendant de l’épaisseur de film lubrifiant rapportée à l’amplitude des rugosités 
de surface. Les évolutions en fonction des positions des points de contact sont introduites par 
des variations temporelles afin de suivre le mouvement relatif des profils des dentures en 
contact combinées à des fonctions dépendant de la position sur la largeur des dents. 
L’ensemble permet de simuler des distributions d’usure complexes sur la totalité des flancs de 
dentures. La sommation des usures instantanées sur le pignon et la roue conduit à définir des 
distributions d’écarts initiaux dans l’algorithme de contact utilisé dans la résolution 
dynamique. Afin d’accélérer les temps de calcul, la réactualisation des écarts de forme induits 
par l’usure n’est effectuée qu’après un certains nombre de cycles déterminé en fonction des 
incertitudes sur les formes de dentures en fonction des classes de qualité. La résolution 
numérique des équations de mouvement est conduite en couplant i) un schéma pas à pas de 
Newmark, ii) un algorithme de contact normal unilatéral et iii) le modèle d’évolution pour 
l’usure  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0006/these.pdf 
© [T. Osman], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés
Partie I – Chapitre 2 
 68 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0006/these.pdf 
© [T. Osman], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés
Partie I – Chapitre 3 
 69 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Chapitre 3: 
Interaction entre l’usure et le 
comportement statique et dynamique - 
Résultats et discussions  
 
1. Introduction. 
2. Caractéristiques des engrenages étudiés et du lubrifiant. 
3. Résultats quasi-statiques. 
4. Résultats dynamiques. 
5. Conclusion.  
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1. Introduction :  
 
 Dans ce chapitre, les modèles présentés précédemment sont exploités sur différentes 
géométries d’engrenages pour des conditions de fonctionnement variées. Des analyses 
paramétriques sont présentées et les tendances principales en terme de sensibilité à l’usure 
sont commentées.  
 
 
2. Caractéristiques des engrenages étudiés et du lubrifiant :   
 
L’ensemble des résultats numériques qui suit à été obtenu en utilisant les données 
géométriques et fonctionnelles des engrenages droits et hélicoïdaux de fortes largeurs 
(largueur supérieure à 10 modules environ) répertoriées dans les Tableaux (I.3.1) et (I.3.2). 
Les dimensions des éléments des arbres de moteur et de frein sont définies sur la Figure 
(I.2.1). La valeur du coefficient d’usure 0k  est issue des travaux de Flodin [61]. 
Pignon Roue 
 
 
 
 
Géométrique  
 
 
 
 
Nombre de dents  20 60 
Largeur de denture (mm) 140 138 
Module réel de l'engrenage (mm) 8.00 
Angle d'hélice primitif (degré) 0    &    15 
Angle de pression réel  (degré) 20.00 
Coefficients de creux 1.40 1.40 
Coefficient de saillie  1.0 1.0 
Grade de précision ISO  4 4 
Fonctionnelles Vitesse de rotation (rad/s) 20  
Couple moteur (N.m)   1700 
 
Tableau (I.3.1) : Caractéristiques des engrenages étudiés 
 
 
 
Coefficient initial d’usure 0k , (m²/N) 1. E-17 
Nombre de cycles  n  pour lequel la géométrie des engrenages est supposée 
inchangée 
2. E6  
Hauteur quadratique des rugosités des surfaces du pignon et de la roue,  (m) 5. E-7 
Coefficient de conductivité du pignon et de la roue, (W/(m. K)) 20.00 
Chaleur spécifique par unité de masse du pignon et de la roue, (J/(kg.K)) 460.00 
Coefficient de piezo-viscosité du lubrifiant, (m²/N)  1.5 E-8 
Conductivité thermique du lubrifiant, (W/(m. K)) 9. E-2 
Température du lubrifiant a l'éjection,  (K) 323 
Viscosité du lubrifiant (N/m². sec) 0.037 
Coefficient de thermo-viscosité  du lubrifiant,  (K) 6.1 E3 
 
Tableau (I.3.2): Données relatives au contact et au lubrifiant. 
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3. Résultats quasi-statiques : 
 
3.1. Distribution d’usure sur les flancs de dentures d’engrenages : 
 
          La relation entre usure abrasive et glissement est bien connue et, dans notre modèle, 
l’évolution de l’usure aux points de contact est liée à la valeur de la pression hertzienne 
maximale et de la vitesse de glissement (ou de la distance de glissement). Pour les exemples 
définis Tableaux (I.3.1) et (I.3.2), les distributions de charge, pression maximale ( 0P ), vitesse 
de glissement  ' '1 2u u et distance de glissement ( )s sont portées sur la Figure (I.3.1). Nous 
pouvons constater que : 
 
 La vitesse de glissement augmente vers le pied et le sommet de dent avec des maxima 
à l’engagement et au dégagement et qu’elle s’annule au point primitif.  
 La pression hertzienne maximale est la plus élevée au pied de dent ainsi qu’au 
voisinage du point primitif. 
 
 
 
 
                              Engrenages  Droits                                                        Engrenages Hélicoïdaux 
 
Figure : (I.3.1) : Distributions de charge, de pression maximale ( 0P ). Evolutions de la vitesse de 
glissement  ' '1 2u u  et de la distance de glissement ( )s sur le profil de dentures droite et hélicoïdale (t/Tm: 
temps adimensionné par rapport à la période d’engrènement), srad /201   
 
 
La Figure (I.3.2) montre les distributions d’usure calculées sur les dentures des 
engrenages droits (Figure (I.3.2-a)) et hélicoïdaux (Figure (I.3.2.b)) en utilisant 
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0006/these.pdf 
© [T. Osman], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés
Partie I – Chapitre 3 
 73 
respectivement un modèle dynamique 3D (72 DDL, chapitre 2) et un modèle torsionnel 1D 
(1DDL, voir Annexe 2).  
 
a) 
 
b) 
 
1 DDL                                                                                    72 DDL 
Figure (I.3.2) : Représentation 3D de la distribution d’usure sur des dentures d’engrenages droits et 
hélicoïdaux en utilisant des modèles 1D et 3D de transmission par engrenages, 2 6n E cycles. 
a) : Engrenages Droits,  b) : Engrenage Hélicoïdaux 
 
 
Deux constatations principales peuvent être déduites des résultats de la Figure (I.3.2): 
 
 L’usure  est effectivement maximale à l’engagement et au dégagement et elle 
est minimale au voisinage du point primitif en accord avec les résultats 
expérimentaux de Flodin [61], Li et Limmer [102], İmrek et Düzcükoğlu [80], 
Yesilyurt [176] et Karpat et Ekwaro-Osire [94]. 
 L’usure du pignon est maximale par rapport à celle de la roue. Ceci s'explique 
par  la vitesse de rotation plus élevée du pignon qui conduit ainsi à un nombre 
de cycles de chargement supérieur à celui sur la roue. Par ailleurs, la distance 
de glissement aux points de contact localisés sur le pignon est plus grande que 
celle aux points de contact localisés sur la roue, Figure (I.3.1). 
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Les faciès d’usure obtenus par les modèles 1D et 3D sont très similaires avec toutefois 
des différences notables en termes de distribution selon la largeur des dentures sur le pignon 
et la roue, Figures (I.3.3) et (I.3.4). Ces écarts s’expliquent par les déformations des corps 
d’engrenages (prises en compte dans le modèle 3D) qui peuvent conduire, en l’absence de 
corrections de forme, à des concentrations de pression sur un bord de denture et par 
conséquent à une usure locale plus importante. Cette différence s’observe aussi bien pour les 
engrenages droits qu’hélicoïdaux. (Figures (I.3.3-b) et (I.3.4-b)). 
 
a) 
 
b) 
 
        1DDL                                                                       72DDL 
Figure (I.3.3) : Comparaison entre la distribution d’usure selon la largeur du pignon en utilisant un modèle 
dynamique à 1DDL et 72DDL. 
a) Engrenage droit,   b) Engrenages hélicoïdaux 
 
 
a) 
     
b) 
      
                                            1DDL                                                                           72DDL 
Figure (I.3.4) : Comparaison entre la distribution d’usure selon la largeur de la roue en utilisant un modèle 
dynamique à 1DDL et 72DDL. 
a) Engrenage droit,   b) Engrenages hélicoïdaux 
 
 
Il apparaît donc que la largeur de denture est susceptible de jouer un rôle significatif sur 
les distributions d’usure du fait des effets de torsion et flexion des corps d’engrenages (du 
pignon principalement). Cette influence est illustrée en considérant les quatre cas suivants (les 
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caractéristiques des engrenages et du  lubrifiant sont portées dans les Tableaux (I.3.1) et 
(I.3.2)): 
 
 Cas 1 :  b1= 0.04 m,   b2= 0.0380 m. 
 Cas 2 :  b1= 0.08 m,    b2= 0.0761 m. 
 Cas 3 :  b1= 0.11 m,    b2= 0.1047 m 
 Cas 4 :  b1= 0.13 m,    b2= 0.1238 m 
(b1 : largeur du pignon, b2 : largeur de la roue) 
 
Les résultats obtenus pour des engrenages droits sont représentés Figure (I.3.5).  
 
                             Pignon                                                                                       Roue 
Cas 1 
Cas 2 
 
 
Cas 3 
Cas 4 
Figure (I.3.5) : Influence de la largeur de denture du pignon et de la roue sur la distribution d’usure, 
engrenages droits en utilisant un modèle 3D des engrenages. 
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Les principaux constats sont précisés ci-dessous: 
 
 L’amplitude de l’usure se réduit fortement avec des largeurs de dentures plus 
importantes cela s’explique par la réduction des valeurs de pression de contact avec 
l’augmentation des largeurs de dentures.  
 Les distributions d’usure deviennent dissymétriques avec une largeur de denture 
croissante suite aux déformations des corps d’engrenages.  
 
Les zones d’engagement et de dégagement apparaissent comme particulièrement 
sensible en termes d’usure et il paraît intéressant d’analyser le rôle de corrections de profil 
dont une des fonctions est de réduire les charges ou surcharges éventuelles lors des prises de 
contact. Nous avons considéré des corrections symétriques au sommet des dentures du pignon 
et de la roue d’amplitude 20µm au sommet de denture et portant sur 30% du profil actif. Les 
résultats obtenus, Figure (I.3.6), confirment l’intérêt de ces modifications de forme qui 
réduisent de manière très importante les usures à l’engagement et au dégagement (en 
comparaison avec les résultats de la Figure (I.3.2)).  
 
 
a)                                                                b) 
 
Figure (I.3.6) : Influence de corrections sur la distribution d’usure sur les dentures des engrenages 
a): Engrenages droits ;            b) : Engrenages hélicoïdaux 
 
 
D’un point de vue technique, le nombre de cycles n pendant lequel l’influence des 
variations de géométrie peut être négligée sur le calcul du chargement sur les dentures joue un 
rôle important dans le processus de résolution. Il convient donc de s’assurer que les usures ne 
sont pas dépendantes de ce paramètre et que cette hypothèse simplificatrice n’affecte pas la 
précision des résultats de manière sensible. La Figure (1.3.7) présente les profils d’usure 
obtenus pour un engrenage droit et un engrenage hélicoïdal en utilisant n=1.E6 et 2.E6 cycles. 
Dans les deux cas d’étude, les usures sont identiques pour des nombres de cycles identiques et 
il est donc légitime de penser que ce procédé de calcul n’affecte pas la précision de calcul 
(tout en réduisant considérablement les temps de calcul). D’un point de vue physique, on 
constate que les incréments d’usure pour un même nombre de cycles se réduisent avec le 
temps sans toutefois atteindre de régime établi où l’usure cesserait. 
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a) 
 
b) 
 
    6.2 En  cycles                                                                       6.1 En  cycles 
Figure (I.3.7) : Influence de n sur l’évolution de l’usure sur le flanc du pignon. 
a) Engrenages droits   b) Engrenages hélicoïdaux 
 
 
  
Les résultats sur la Figure (I.3.8) représentent les faciès d’usure sur les surfaces des 
dentures (par opposition aux résultats précédents qui étaient limités aux variations de 
géométrie sur les profils). On note une dissymétrie selon la largeur due à des concentrations 
de charge près d’un bord ; concentration qui a tendance à se réduire avec le nombre de cycles. 
Ce constat souligne l’apport éventuellement bénéfique de l’usure abrasive douce qui peut, 
dans une certaine mesure, être assimilée à du rodage.   
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a) 
 
b) 
 
Figure (I.3.8) : Distribution d’usure sur les dentures des engrenages droits et hélicoïdaux après 2.E6 et    12. 
E6 cycles, n =2.E6 cycles.      a) Engrenages droits ;   b) Engrenages hélicoïdaux 
 
 
 
3.2 . Influence de l’usure sur la charge quasi-statique : 
 
La connaissance du chargement sur les dentures est nécessaire pour toute analyse de 
durée de vie et/ou d’apparitions d’avaries. Suite aux évolutions de forme engendrées par 
l’usure progressive des flancs de denture, les distributions de charge sont modifiées comme 
illustré sur la Figure (I.3.9) pour des engrenages droits et hélicoïdaux. Pour l’exemple traité, 
le chargement sur les dentures droites à tendance à devenir dissymétrique entre l’engagement 
et de dégagement ; on note que dans la partie centrale où il y a une seule dent en prise, le 
chargement est peu affecté. Pour ce qui concerne la denture hélicoïdale, la charge se 
concentre au voisinage de primitif à mesure que l’usure augmente ce qui peut favoriser 
l’apparition de pitting au voisinage du primitif comme souligné par Dudley [45].  La Figure 
(I.3.10) illustre ces mêmes tendances en ne considérant que les variations selon le profil (ou le 
temps). 
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a)  
 
b) 
           
Figure (I.3.9) : Influence de l’incrément d’usure sur la distribution de la charge sur une denture 
a) Engrenages droits ;  b) Engrenage hélicoïdaux 
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Engrenages droits                                                          Engrenage hélicoïdaux 
Figure (I.3.10) : Evolution de la distribution de  charge sur le profil d’une denture avec l’incrément d’usure. 
 
 
 
3.3. Influence de l’usure sur les erreurs de transmission :  
 
 L’erreur de transmission caractérise l’écart de la position de la roue menée, pour une 
position donnée du pignon, par rapport à la position qu’elle devrait occupée si les engrenages 
étaient rigides et indéformables. Dans notre étude, l’erreur de transmission est définie par 
l’extrapolation de la pratique expérimentale en introduisant des codeurs fictifs en certains 
nœuds du modèle comme représenté schématiquement sur la Figure (I.3.11). En introduisant 
les degrés de liberté de torsion et les rotations de corps rigides, on montre que l’erreur de 
transmission rapportée sur le plan d’action s’exprime sous la forme : 
 
                    ETSCRRET IIbIb   21                                                                        (I.3.1) 
 
Avec :  
III  ,  : perturbations torsionnelles par rapport aux rotations de corps rigide (DDL) au 
nœud I sur l’arbre du pignon et au nœud II sur l’arbre de la roue respectivement 
( 1 I  et 2 II  en cas du modèle torsionnel à 1DDL, (Annexe 2). 
ETSC  : erreur  de  transmission sans charge, cette erreur intègre l’influence    des    
écarts  géométriques   des   dentures   ou    arbre  (erreurs  de  pas, excentricités,  
montage, correction  de profil.  etc.).  Ajoutons également que les écarts de forme, qui 
résultent de l’usure,  participent également à cette erreur.  
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          Roue codeuse 
    
 
               6                   5                4                      3                 2                     1                    
                                
 
 
                   12                   11             10                9                     8                     7  
                
 
                                                                                                                               Roue codeuse 
           
 
Figure (I.3.11) : Position des roues codeuses pour déterminer les erreurs de transmission. 
 
 
 L’influence de l’incrément d’usure sur l’erreur de transmission quasi-statique sous 
charge et sur son spectre pour des engrenages droits et hélicoïdaux est analysée dans la 
Figure (I.3.12). 
 
Deux constatations principales ressortent de ces résultats : 
 
 La valeur moyenne de ET quasi-statique augmente légèrement avec l’usure suite à la 
contribution croissante de l’erreur de transmission sans charge (erreurs de géométrie),  
 Le contenu spectral de ET , traditionnellement associé aux niveaux de vibration et de 
bruit d’une transmission par engrenages, apparaît comme très sensible à l’usure. En 
fonction du nombre de cycles, les amplitudes associées à la fréquence d’engrènement 
et à ses harmoniques fluctuent. Ainsi, pour ces dentures non corrigées, la 
fondamentale d’engrènement domine avant usure puis elle est progressivement 
concurrencée par les harmoniques d’ordres supérieurs à mesure que l’usure devient 
plus marquée. Les contenus fréquentiels des réponses dynamiques évoluent donc avec 
le temps et les principaux pics de réponse peuvent également glisser en fonction de 
l’harmonique dominante dans le spectre d’excitation. En fonction du niveau d’usure 
de la transmission, on peut, selon toute vraisemblance, s’attendre à des comportements 
vibratoire et acoustique différents.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     
  Pignon 
 
 
 
 
 Roue 
M 
F 
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a) 
 
b)
 
 
Figure (I.3.12) : Influence de l’usure sur l’erreur de transmission )(ET quasi-statique et son spectre 
a) Engrenages droits ;  b) Engrenage hélicoïdaux. 
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3.4. Influence de la position de moteur et de frein sur la distribution d’usure : 
 
Le modèle dynamique utilisé permet également de positionner les entrées et sorties de 
puissance en différents points (nœuds du maillage) de la transmission et d’en analyser les 
conséquences en termes de chargement sur la denture (ce point ne peut pas être abordé par la 
très large majorité des modèles simplifiés de la littérature). L’étude ci-dessous a été réalisée 
pour un fonctionnement quasi-statique en envisageant les quatre configurations possibles 
référencées de la manière suivante: N1/N2 où N1 est le numéro de nœud où s’applique le 
couple moteur et N2 celui correspondant au couple résistant (voir la Figure (I.3.11)). La 
Figure (I.3.13) montre la distribution d’usure calculée selon la largeur du pignon pour 
différentes positions du moteur et du frein. 
 
       a) 
 
       b) 
         
Figure (I.3.13): Distribution d’usure selon la largeur du pignon pour différentes position du moteur et du 
frein. 
a) Engrenages droits ;     b) Engrenage hélicoïdaux 
 
 
Dans cet exemple, la rigidité du corps de roue est significativement plus élevée que 
celle du pignon (la roue est massive et de grande dimension, le rapport de réduction étant 
élevé) et les distributions d’usure sont uniquement contrôlées par la position du moteur. De 
façon générale, l’usure maximale se localise du côté de l’entrée de puissance et la circulation 
de puissance apparaît effectivement comme un paramètre influent sur la localisation et 
l’évolution de l’usure sur les dentures larges. 
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3.5. Usure et écarts d’alignement : 
 
 Les désalignements, qui caractérisent le non-parallélisme des axes supportant les 
engrenages, sont définis par deux angles (Annexe 1) : angle de déviation et angle 
d’inclinaison. Ces défauts sont reconnus comme particulièrement critiques vis-à-vis du 
comportement dynamique des engrenages et conduisent généralement à des accroissements de 
niveaux vibratoires, Umezawa et al. [160]. Pour les géométries usuelles, l'angle de pression 
apparent 
t est inférieur à 45 degrés et, par conséquent, l'écartnormal à la denture induit par 
une déviation est plus important que celui causé par une inclinaison de même valeur.  
 
Le but de ce paragraphe est d’étudier l’influence des écarts de déviation sur la 
distribution d’usure et ses conséquences sur la distribution de charge et les erreurs de 
transmission quasi-statiques (l’angle de pression pour notre exemple est de 20°). Dans cette 
optique, une déviation de 10
-4
 rad est imposée sur l’arbre du pignon (cette valeur, rapportée 
sur le plan d’action, correspond sensiblement à un écart linéaire d’amplitude maximale de 
14µm). La Figure (I.3.14) montre l’influence de cette déviation sur la distribution d’usure qui 
se caractérise par une dissymétrie prononcée selon la largeur de denture.  
 
 
a)  
 
 
  b) 
 
Figure (I.3.14) : Influence d’une  déviation sur la distribution d’usure, 6.2 En   cycles, N1/N2=1/12, 
déviation de 
410  Rad 
a) Engrenages droits ; b) Engrenages hélicoïdaux 
 
 
Un changement de signe sur la déviation conduit à une nappe de distribution d’usure 
notoirement différente avec une usure concentrée sur l’autre bord de la denture.  Cet effet lié 
au signe du défaut se combine avec la circulation de puissance qui module les surcharges, 
Figure (I.3.15).  
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    a)                                                                                       b) 
 
  
Figure (I.3.15) : Influence du signe de la déviation sur la distribution d’usure après 2. E6 cycles sur la 
denture du pignon droit pour deux positions du moteur et du frein : 
a : N1/N2  =1/12 ;      b : N1/N2  =6/12. 
 
 
 Les distributions de charge statique correspondantes sont portées sur les Figures 
(I.3.16) et (I.3.17). Dans le cas des engrenages droits, Figure (I.3.16- a) et Figure (I.3.17-a),  
le chargement est très dissymétrique et on observe une concentration de charge sur un bord 
pour une extrémité opposée pratiquement entièrement déchargée. A mesure que l’usure 
augmente, la situation s’améliore quelque peu dans la zone où deux paires de dents sont en 
contact et un réalignement partial est remarqué. Cette tendance n’apparaît pas dans la zone où 
une seule dent est en contact (au voisinage de point primitif) qui présente une usure minimale 
insuffisante à compenser l’effet de désalignement. Le même résultat est obtenu pour les 
engrenages hélicoïdaux, Figure (I.3.16-b) et Figure (I.3.17-b), pour lesquels l’usure rétablit 
une répartition de charge plus équilibrée, même si la partie centrale de la denture présente une 
concentration de charge plus élevée sur un bord.  Dans ces conditions, il est possible d’estimer 
que l’usure joue ici rôle positif, analogue dans une certaine mesure à celui joué par des 
corrections longitudinales, en permettant de rétablir des portées uniformes sur certaines 
parties des flancs de denture. 
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Figure (I.3.16) : Influence de l’incrément d’usure sur la distribution de charge quasi-statique sur les dentures 
des engrenages désalignés. Déviation de 
410  Rad. 
a) Engrenages Droits    b) Engrenages Hélicoïdaux 
 
 
 
 
a) 
 
 
 b) 
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    a)                                                                      b) 
 
 
 
Sans usure 
 
 
 
 
Après 
4. E6 cycles 
 
 
 
Après 
8. E6 cycles 
 
 
 
 
Après 
12. E6 cycles 
 
 
Figure (I.3.17) : Influence de l’incrément d’usure sur la distribution de charge quasi-statique selon la largeur 
des dentures des engrenages désalignés. Déviation de 
410 Rad. 
a) Engrenages Droits    b) Engrenages Hélicoïdaux 
 
 
 En ce qui concerne l’erreur de transmission quasi-statique sous charge  ET , Figure 
(I.3.18), les résultats indiquent une sensibilité différente selon que l’on considère des 
engrenages droits ou hélicoïdaux. Pour des engrenages droits, Figure (I.3.18-a), une déviation 
(de 410 Rad) n’a qu’une influence très limitée sur les amplitudes du spectre de l’erreur de 
transmission  ET  tandis que des engrenages hélicoïdaux, Figure (I.3.18-b), apparaissent 
comme beaucoup plus sensibles. On constate ainsi que : 
 
 l’erreur de transmission sous charge ne semble pas être un indicateur particulièrement 
sensible de défaut d’alignement dans le cas d’engrenages droits avec ou sans usure. 
 pour des engrenages hélicoïdaux, la situation est tout à fait différente et l’erreur de 
transmission sous charge peu être considérée comme un indicateur pertinent pour les 
désalignements et l’usure induite.  
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a) 
 
b) 
 
Figure (I.3.18) : Influence de l’usure combinée à une déviation (de 
410  Rad) sur le spectre de l’erreur de 
transmission  ET quasi-statique sous charge. 
a) Engrenage Droits,  b) Engrenages Hélicoïdaux. 
 
 
 
4.  Résultats dynamiques : 
 
 Dans ce paragraphe, les possibilités d’interactions entre usure et comportement 
dynamique d’engrenage sont abordées. L’influence de la réponse dynamique sur l’usure est 
tout d’abord considérée puis l’analyse du rôle de l’usure sur l’état vibratoire conclut ce 
chapitre.  
 
 
4.1. Influence de la réponse dynamique sur l’usure : 
 
 Les distributions d’usure et ses variations au cours du temps pour des engrenages 
droits et hélicoïdaux à différentes vitesses de rotation sont portées sur la Figure (I.3.19).  
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a)  
 
b) 
 
Figure (I.3.19) : Influence de réponse dynamique sur la distribution de l’usure sur le profil des dentures des 
engrenages 
a) Engrenages Droits                                                   b) Engrenages hélicoïdaux 
 
 
 
Nous pouvons constater que les distributions et les amplitudes d’usure changent 
fortement en fonction de la vitesse de rotation. La profondeur d’usure résultant des conditions 
quasi-statiques ( 1 =20 rad/s) est plus élevée que celles obtenues à plus hautes vitesses. 
L’accroissement de la vitesse de rotation conduit à deux phénomènes différents qui, tous 
deux, influent sur le processus d’usure :  
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a) Les conditions de lubrification s’améliorent avec la génération de films 
lubrifiants plus épais susceptibles de séparer davantage les surfaces en 
contact et, par là, de réduire le coefficient d’usure. Ce phénomène est 
clairement illustré sur la Figure (I.3.20) ci-dessous. 
b) Dans une moindre mesure, les conditions de chargement  dynamiques sont 
différentes de celles relevées en fonctionnement à faibles vitesses avec des 
pics de charges qui se déphasent quelque peu par rapport aux zones de forts 
glissements.  
 
L’usure apparaît donc comme un phénomène dynamique dont les évolutions sont liées 
au régime de fonctionnement et qui, par exemple, ne varie pas linéairement avec la vitesse de 
rotation.  
 
Figure (I.3.20) : Influence des vitesses de rotation sur le coefficient d’usure local aux points de contact 
localisés sur le profil de dentures des engrenages non usées. 
 
 
Les conséquences en termes de chargement sur les flancs de dentures sont illustrées 
sur la Figure (I.3.21).  Les principaux constats sont :  
 
 Dans le cas des engrenages hélicoïdaux, l’usure tend à augmenter et concentrer le 
chargement au voisinage de point primitif (une seule dent en contact). Cet effet est 
légèrement atténué lorsque la vitesse de rotation augmente.  
 Dans le cas des engrenages droits, les évolutions de charge sont plus complexes mais 
d’une façon générale, la zone d’engagement est moins sollicitée que pour des dents 
sans usure et le chargement, là aussi, se concentre au voisinage du primitif.  
 
 
Engrenages Droits                                                       Engrenages hélicoïdaux 
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a) 
 
b) 
 
c) 
 
d) 
 
         Engrenages droits                                                      Engrenages hélicoïdaux 
Figure (II.3.21) : Influence de l’usure calculée dans des conditions quasi-statiques et dynamiques après 12E6 
cycles  sur le chargement à la denture. 
a) 1 = 20 rad/s,    b) 1 = 350 rad/s,     c) 1 = 750 rad/s,    d) 1 = 1050 rad/s. 
 
 
 
4.2. Influence de l’usure sur le comportement dynamique : 
 
L’étude paramétrique qui suit porter principalement sur le coefficient dynamique 
maximal ( maxR ) défini comme le rapport entre l’effort instantané maximum sur l’engrènement 
et l’effort statique sur ce même engrènement :  
 
         
 
max max
s
f t
R
F
 
  
 
                                                                                           (I.3.2) 
 
Avec :   
maxR  : coefficient dynamique maximal. 
 tf  : effort dynamique global. 
sF  : charge statique globale. 
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4.2.1. Influence de l’incrément d’usure : 
 
 Les résultats obtenus pour des engrenages droits et hélicoïdaux sont portés sur la 
Figure (I.3.22) et la Figure (I.3.23). Deux conditions sont considérées :  
 
1) l’usure, introduite comme des distributions d’écarts de forme, est déterminée dans des 
conditions quasi-statiques (Figure (I.3.22)). 
2) l’usure est déterminée dans des conditions dynamiques (Figure (I.3.23)).  
 
La courbe d’évolution du coefficient dynamique maximal sans usure, dans les deux cas, 
est considérée comme la référence. Nous pouvons observer que : 
 
Pour des engrenages droits :  
Condition (1) : le coefficient dynamique maximal est profondément modifié en termes 
d’amplitude et de forme. Les amplitudes du chargement dynamique se réduisent 
généralement avec une usure croissante. On note également un léger déplacement des 
positions des vitesses critiques de denture vers les plus basses fréquences.   
Condition (2): les fréquences critiques de dentures et les amplitudes associées sont 
différentes par rapport au cas précédent (voit Figure (I.3.19)) mais l’amélioration du 
comportement dynamique avec une usure croissante est confirmée. 
 
En cas des engrenages hélicoïdaux :  
Condition (1): les résultats sont plus contrastés en fonction de l’amplitude de l’usure et 
de la plage de vitesses considérée. Une usure faible semble favorable tandis qu’une 
évolution plus sévère va conduire à des charges dynamiques plus élevées pour des 
vitesses sous critiques.   
Condition (2): les différences de comportement sont beaucoup moins marquées que 
celles relevées pour les engrenages droits. Ceci s’explique vraisemblablement par la 
relative faiblesse des excitations d’engrènement pour des dentures hélicoïdales.   
 
 
                           Engrenages Droits                                                               Engrenages Hélicoïdaux 
Figure (I.3.22) : Influence de l’usure calculée sous condition quasi-statiques 1( =20 rad/s) sur le coefficient 
dynamique maximal en fonction de la vitesse de rotation du pignon. 
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a) 
 
b) 
 
                           Après 4.E6 cycles                                                                   Après 12.E6 cycles 
Figure (I.3.23) : Comparaison entre l’influence de l’usure calculée sous condition dynamique sur le 
coefficient dynamique maximal en fonction de la vitesse de rotation du pignon.    
a) Engrenages droits,       b) engrenages hélicoïdaux.  
 
 
 
4.2.2. Influence des écarts d’alignements :  
 
La Figure (I.3.24) illustre l’influence de l’usure accompagnée de désalignement 
(déviation de 410  Rad sur l’arbre du pignon) sur le chargement dynamique. Dans ce cas 
également, les engrenages droits et hélicoïdaux se comportent de façons différentes :  
 
Cas des engrenages droits (Figure (I.3.24-a)): L’usure accompagnée de 
désalignement tend à réduire les amplitudes du coefficient dynamique de manière 
analogue à ce qui a été trouvé pour des engrenages alignés. 
 
Cas des engrenages hélicoïdaux (Figure (I.3.24-b)) : Le coefficient dynamique 
maximal (ou chargement dynamique) est plus fortement affecté et augmente 
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sensiblement avec le nombre de cycles d’usure et la vitesse de rotation. D’une manière 
générale, les différences de comportement sont plus marquées aux vitesses de rotation 
élevées (au-delà de 400 rad/s) et l’usure combinée à un désalignement détériore le 
comportement dynamique de l’engrenage hélicoïdal. Ce comportement s’explique 
probablement par des portées sur les flancs actifs plus réduites et, par conséquent, a) 
une rigidité moyenne d’engrènement plus faible et b) un rapport de conduite 
éventuellement réduit par instant (ce phénomène est visible sur les nappes de 
distribution de chargement quasi-statique Figure (I.3.16).   
 
 
Figure (I.3.24) : Influence de l’usure accompagnée de désalignement  sur le coefficient dynamique maximal 
en fonction de la vitesse de rotation du pignon. 
a) Engrenages droits,       b) engrenages hélicoïdaux. 
 
 
 
4.2.3. Influence de corrections de profil :  
 
 En ce qui concerne l’influence de corrections, Figure (I.3.25), une correction linéaire 
de profil de dentures (10µm au sommet du pignon et de la roue pour une longueur 
correspondant à 30% du profil actif) réduit considérablement les effets dynamiques, mais 
  a) 
 
 b)  
 
                              Après 4. E6 cycles                                                              Après 12.E6 cycles  
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l’usure apparaît toujours comme étant bénéfique et conduit à des amplifications de charges 
plus faibles. Là encore, la réponse dynamique dépend de la vitesse de rotation à laquelle 
l’usure est calculée. A ce titre, il faut noter que, dans le cas des engrenages droits 
particulièrement, l’usure peut être considérée comme une correction de profil et ainsi s’avérer 
bénéfique (pour des usures douces bien évidemment) pour le fonctionnement de l’engrenage. 
 
  
Usure de 1 = 20 rad/s 
  
Usure de 1 = 350 rad/s 
  
Usure de 1 = 750 rad/s 
                          Engrenages droits                                                              Engrenages hélicoidaux 
Figure (I.3.25) : l’influence de l’usure (après 2.E6 cycles)  combinée à des corrections de profil sur le 
coefficient dynamique maximal en fonction de la vitesse de rotation du pignon. 
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5. Conclusion : 
 
Au terme de cette exploitation paramétrique, il apparaît de manière claire qu’usure et 
comportements statique et dynamique des engrenages interagissent. Les principaux résultats 
relatifs au comportement quasi-statique et dynamique d’engrenages droits et hélicoïdaux de 
forte largeur obtenus sont synthétisés ci-dessous: 
 
1) L’usure est généralement maximale à l’engagement et au dégagement avec une 
distribution axiale influencée par la déformation des corps d’engrenages (du pignon 
principalement) pour les dentures de fortes largeurs. Dans ce contexte, quatre constatations 
principales peuvent être formulées: 
 
 La circulation de puissance (les positions des entrées et sorties de 
couple) peut impacter significativement la distribution d’usure sur les 
dentures.   
 La profondeur de l’usure peut être réduite en ajustant les corrections de 
profil.  
 En termes d’estimation de l’usure, il a été monté que la distribution et la 
profondeur de l’usure sont largement influencées par la réponse 
dynamique (influence de vitesse de rotation).  
 Avec l’augmentation de nombre de cycles (incrément de l’usure), 
l’asymétrie axiale de la distribution d’usure, selon la largeur, se réduit 
généralement. 
 
2) L’usure modifie les distributions de charge quasi-statique sur le flanc de dentures  et 
peut conduire à des concentrations de chargement dans la zone d’une paire de dents en contact 
en particulier au voisinage du primitif pour les engrenages hélicoïdaux. 
 
3) L’usure, pour des engrenages droits, peut être considérée comme un phénomène 
dynamique qui interagit avec les vibrations des engrenages.  Les valeurs moyennes de l’erreur 
de transmission quasi-statique sous charge augmentent avec l’usure conduisant ainsi à une 
réduction de la rigidité moyenne de l’engrènement. Le contenu spectral des erreurs de 
transmission, traditionnellement associé aux niveaux de bruit et de vibration des engrenages, 
apparaît comme  très largement sensible à l’usure et à ses évolutions.   
 
4) L’usure dépend des conditions d'alignement entre les mobiles, et elle peut jouer, 
dans une certaine mesure, un rôle de correction longitudinale en permettant de rétablir des 
portées uniformes sur certaines parties des flancs. L’augmentation de l’usure accompagnée de 
désalignement sur les dentures des engrenages hélicoïdaux a une influence négative et elle 
conduit à un chargement dynamique amplifié. 
 
5) Dans le cas d’engrenages droits non corrigés, l’usure peut être bénéfique au terme 
de vibration, car, dans une certaine mesure, elle peut agir comme une correction de profil et 
ainsi réduire les surcharges dynamiques au voisinage de l’engagement en particulier. Les 
engrenages hélicoïdaux se comportent différemment  et l’usure semble systématiquement 
conduire à une dégradation des performances dynamiques.   
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Partie II: 
Simulations des interactions entre 
comportement dynamique et fatigue de 
contact dans les engrenages droits. 
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Chapitre 1: 
 Fatigue de contact dans les engrenages  
– Une approche bibliographique 
 
1. Introduction. 
2. Classification de critères de fatigue multiaxiaux. 
3. Analyse de la fatigue de contact sur les dentures d’engrenages. 
4. Conclusion. 
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1. Introduction: 
 
Le comportement mécanique des différents éléments de machines, comme les 
engrenages, roulements, roues, etc. est influencé par les interactions entre le chargement et les 
propriétés des surfaces. Les contacts roulants et / ou glissants sont particulièrement exposés à 
la fatigue de contact et aux dommages structurels qui en résultent. Plusieurs variables peuvent 
être utilisées pour décrire le dommage par fatigue : 
 
 Des variables liées aux sollicitations telles que les contraintes et les déformations  qui 
traduisent le chargement appliqué au composant mécanique. 
 Des caractéristiques mécaniques monotones (module d’élasticité, coefficient de 
Poisson, résistance maximale en traction monotone…) et cycliques (limite 
d’endurance du matériau, nombre de cycles à la rupture…). Ces caractéristiques sont 
intrinsèques au matériau mais peuvent être modifiées en fonction de la nature des 
sollicitations. 
 Des paramètres d’influence : ils regroupent les coefficients d’écrouissage cyclique, 
les facteurs d’échelle, d’état de surface, de gradient de contraintes et de tri-axialité 
des contraintes.   
 Des paramètres de service qui traduisent les conditions de fonctionnement du 
composant mécanique (température, fréquence de la sollicitation, surcharge…).  
 
  Le processus de fatigue de contact complet peut être divisé en plusieurs étapes, Shang 
et al. [148], Cheng et al. [26], Glodež et al. [67], [72], Podrug et al. [138]:  
 
- Nucléation de microfissure. 
- Progression de fissures courtes. 
- Progression de fissures longues 
- Rupture finale.   
 
Dans le cas d’éléments mécaniques (engrenages, paliers …), les deux premières étapes 
sont fréquemment regroupées sous le terme « initiation de fissure » tandis que la progression 
de fissures longues est appelée «  propagation de fissure ».     
  
Les travaux de Wöhler (1860) ont une grande importance historique et ont permis de relier 
le phénomène de fatigue et la notion de durée de vie aux amplitudes et cycles de contraintes, 
(Courbe de Wöhler), Figure (II.1.1). L’auteur s’est intéressé au problème de tenue en service 
des axes sollicités en flexion rotative et fut le premier à relier la durée de vie à la contrainte 
appliquée. Sur une courbe de Wöhler classique, figure (II.1.1), on distingue généralement 
trois domaines: 
 
 Un domaine de fatigue oligocyclique, sous forte contrainte où la rupture survient 
après un très petit nombre d’alternances et est précédée par une déformation 
plastique notable. 
 Un domaine d’endurance limitée correspondant à un nombre de cycles qui croit 
quand la contrainte décroit. 
 Un domaine d’endurance illimitée (zone de sécurité), sous faible contrainte, pour 
laquelle la rupture ne se produit pas avant un nombre de cycles donné supérieur à la 
durée de vie envisagée pour la pièce  
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Figure (II.1.1) : Courbe de Wöhler. 
 
La durée de vie totale d'un élément mécanique liée à la fatigue de chargement peut être 
divisée approximativement en la période requise pour l’initiation de fissures et la période de 
sa propagation jusqu'à la surface. Par conséquent, dans le cas particulier de la fatigue de 
contact, le nombre de cycles nécessaires à l'apparition de pitting peut être déterminée à partir 
du nombre de cycles nécessaires à l'apparition de la fissure initiale dans le matériau ( iN ) et le 
nombre de cycle requis pour qu’une fissure se propage à partir de la longueur initiale à la 
longueur critique de fissure ( PN ), Figure (II.1.2), Tel que : 
 
                        i PN N N                                                                               (II.1.1) 
                           
                         
                        u                                                          Courbe de Wöhler 
(Résistance maximale                                                      
en traction monotone)                                                                    Initiation de fissure 
                                                                                     
 
                                    
 
 
 
 
                                                                                                                   FL (Limite de fatigue) 
                             1/4                                                                           NFL                             N 
                                             Ni                                            NP                                                        
 
Figure (II.1.2): Représentation schématique  de la durée de vie des éléments mécaniques ( Podrug et al. 
[138]) 
 
Toutefois, les engrenages opérant principalement dans le domaine de fatigue à 
nombres de cycles élevés, une attention particulière devra être portée à la caractérisation de la 
phase d’initiation, Podrug et al. [138]. 
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2. Classification des critères de fatigue multiaxiaux : 
 
 Un critère de fatigue permet de savoir si la limite d’endurance ou plus généralement la 
limite de fatigue à N cycles du matériau est atteinte pour une succession d’états de contraintes 
définissant un cycle multiaxial. Ces critères sont plus complexes que les critères de résistance 
usuels (Tresca ou Von Mises, par exemple) du fait du caractère variable des contraintes au 
cours du cycle qui est une particularité du phénomène de fatigue. Un critère de fatigue peut 
être représenté à l’aide d’une fonction de fatigue  fD  dans laquelle intervient le cycle 
multiaxial de contraintes et plusieurs limites de fatigue du matériau. Cette fonction  fD  est 
prise égale à l’unité lorsque la limite de fatigue du matériau est atteinte:  
 
                     ,0 ,0( ) , , , , ,........ 1f ij w w w wTD t                                                           (II.1.2) 
Avec : 
  
Tij
t  , des termes représentatifs du cycle multiaxial de contraintes définis sur la 
période T   (valeurs moyennes, valeurs maximales, amplitudes, etc.). 
0,0, ,,, wwww  , les limites d’endurance en flexion alternée symétrique, torsion 
alternée symétrique, flexion répétée et  torsion répétée respectivement. 
 
A partir de la relation (II.1.2) et pour un cycle multiaxial donné, nous pouvons distinguer les 
trois cas suivants : 
 
 Si la fonction de fatigue est inférieure à l’unité  1fD , le critère prévoit 
l’amorçage d’une fissure au-delà du nombre N cycles définissant la limite de 
fatigue du matériau. 
 Si la fonction de fatigue est supérieure à l’unité  1fD , le critère prévoit au 
contraire l’apparition d’une fissure avant d’application des N cycles correspondant 
à la limite de fatigue du matériau. 
 Enfin, si la fonction de fatigue est égale à l’unité  1fD  , la durée de vie du 
matériau soumis au cycle multiaxial considéré coïncide avec la durée de vie du 
matériau correspondant aux limites de fatigue utilisées pour le calcul de .E     
 
Dans la littérature, de nombreux critères de fatigue multiaxiale sont présentés. En 
fonction des hypothèses et des méthodes utilisées, nous pouvons distinguer trois familles de 
critères, Papadopoulos et al. [133], Figure (II.1.3): 
 
 Les critères de type « plan critique » : Ces critères cherchent le plan où 
l’endommagement causé par fatigue est maximum. Ils déterminent la durée de vie 
de la structure et la direction critique d’amorçage de fissure. Ces critères utilisent 
souvent une combinaison des contraintes normales et de cisaillement sur un plan 
considéré. 
 Les critères basés sur les invariants du tenseur des contraintes : Les ingrédients de 
ces critères sont la contrainte hydrostatique et le seconde invariant du tenseur de 
contraintes.  
 Les critères de type intégral : ces critères sont basés sur les moyennes des 
contraintes (normales et cisaillement) dans un volume élémentaire. Ces quantités 
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moyennes sont décrites à travers une double intégration s’étendant sur les 
coordonnées sphériques  (deux angles) du vecteur unitaire normal à un plan.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure (II.1.3) : Classification des différents critères de fatigue. 
 
 
Weber [167], Caillet [24] ont proposé d’autres classifications pour les critères de 
fatigue existant dans la littérature et Weber [167], Alfredsson et Olsson [4], Bernasconi et al. 
[16] ont effectué des comparaisons entre plusieurs critères. Weber [167] en a ainsi testé un 
grand nombre sur une large gamme de chargements et a conclut qu’aucun d’entre eux ne 
donnait des résultats meilleurs pour l’ensemble des types d’essais réalisés. Certains critère ont 
été jugés trop conservatifs (Findley) par opposition avec ceux de Crossland et Papadopoulos 
en particulier. Les critères de Dang Van, de Crossland et de Papadopoulos semblent 
néanmoins donner de bons résultats dans un grand nombre de cas et sont assez faciles à mettre 
en oeuvre. Enfin, des critères comme celui de Deperrois [35] présentent de meilleurs résultats 
pour des trajets plus complexes, au prix d’une mise en œuvre plus délicate.  
 
 
3. Analyse de fatigue de contact  sur les dentures d’engrenages :  
 
 Les composants mécaniques soumis à des sollicitations de contact répétées, comme les 
engrenages par exemple, sont  sensibles à l’endommagement par fatigue de contact avec, en 
particulier , l’apparition de pitting qui est un mode de défaillance classique, Zhou et al. [180], 
Keer et Bryant [97], Kaneta et al. [93], se caractérisant par l’apparition d’écailles (trous) sur 
les surfaces de contact Figure (II.1.4). Au cours de l’engrènement, le pitting se propage et 
peut finir par occuper une partie importante de la surface de contact, Figure (II.1.5). 
 
Plan critique 
Microscopique Macroscopique 
Dang Van [33] 
Deperrios [35] 
Morel [125] 
Findley [55] 
Matake [115] 
Robert [143] 
McDiarmid [118] 
 
Invariant des 
contraintes 
Sines [150] 
Crossland [32] 
Marin[114] 
 
 
Type intégral 
Liu – Zenner [109]. 
Papadopoulos [134]. 
Critère de fatigue 
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Figure (II.1.4): Exemple de pitting sur des  dentures  d’engrenage. 
 
       
 
   6.3% of gear pitted area at 48.5 h            27.8 % of gear pitted area at 240.5 h          41.7% of gear pitted area at 402.5 h 
Figure (II.1.5): Progression du  pitting sur des dentures d’engrenages droits, (Tan et al. [156]) 
  
Les dentures des engrenages sont soumises à des combinaisons complexes de 
roulement et de glissement qui évoluent au long du profil, Figure (II.1.6). Sur la saillie de la 
denture (partie haute), les directions du roulement et du glissement sont les mêmes (positifs), 
par contre, au voisinage du creux de denture, la direction du glissement (négatif) est opposée à 
celle du roulement. Il a été noté que la fatigue de contact par pitting apparaît de manière 
privilégiée dans les creux de dents, Fernandes et Mcduling [54], Aslantaş et al. [8], Zhou et al. 
[180], Figures (II.1.7). 
 
 
Figure (II.1.6) : Cinématique au contact entre dentures d’engrenage 
a: au premier point de contact ; b: au point primitif.c: au dernier point de contact. 
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Damaged flank of a shot-peened gear with intensity 8 A. 
Figure (II.1.7): Zone d’apparition de pitting sur le flanc de dentures des engrenages (Guagliano et al. [74]). 
 
 
Les dommages par fatigue de contact se produisent généralement vers le creux de dent 
des mobiles les plus petits (pignons) suite au nombre plus élevé de cycles de chargement 
auxquels ils sont soumis, Wulpi [174], ASM Metal handbook [9]. Afin d'éviter une 
défaillance prématurée dans de tels cas, le pignon est fréquemment plus dur que les autres 
engrenages. Le processus de fatigue de contact conduisant au pitting est complexe et dépend 
de nombreux paramètres comme : 
 
 a) les conditions de lubrification,  
 b) les propriétés du matériau,  
 c) les rugosités de surface et le degré d’interaction entre aspérités, 
 d) les contraintes résiduelles et le frottement.  
 
La plupart des méthodes prédictives utilisées dans le cas des engrenages sont basées 
sur des résultats empiriques qui sont regroupés dans les procédures standardisés, ISO 6336 
[86-88], DIN 3990 [39], ANSI/AGMA [5]. Ces approches demeurent toutefois dépendantes 
des conditions d’essais, des matériaux, des lubrifiants etc… et ne permettent pas toujours 
d’extrapoler les résultats obtenus pour un engrenage à d’autres géométries proches, Šraml et 
Flašker [152]. D’un point de vue scientifique, l’estimation de durée de vie totale dans le cas 
de fatigue de contact doit intégrer les deux phases d’initiation et de propagation de fissure qui 
sont décrites ci-dessous. 
 
 
3.1. Période d’initiation de fissure : 
  
L’initiation de fissure de fatigue représente un des phases les plus importantes dans le 
processus d’endommagement par fatigue de contact pour le pitting ou micro-pitting et dépend, 
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entre autre, de la microstructure du matériau, du type de contraintes (ou chargement) 
appliquées et de la macro et micro géométrie de composants, Zhou et al [180].  
 
La fissure peut être initiée à partir de la surface ou à une certaine profondeur sous la 
surface de contact (sous-couche) ; l’un et l’autre des mécanismes étant susceptibles d’interagir 
ou d’entrer en compétition afin de conduire à la dégradation finale. Les paramètres 
susceptibles d’influer sont très nombreux : les conditions de lubrification, le rôle des additifs 
et de la pollution solide dans le lubrifiant dans le cas d’une initiation en surface, l’ensemble 
des contraintes (dues au chargement, aux traitements thermiques, au frottement), les états de 
surface (rugosité, défauts de surfaces, l’usure), le matériau (inclusions, hétérogénéité en sous 
couche, etc.). A titre d’illustration, la Figure (II.1.8) représente l'influence croisée de la 
rugosité et du chargement sur le volume et la position de l’initiation de fissure (Nélias [130]).  
 
 
Figure (II.1.8) : Influence de la rugosité (de frottement) et du chargement sur le volume et la position de 
l’initiation de fissure. Le trait pointillé correspond à une contrainte limite, fonction du matériau, en deçà de 
laquelle aucun endommagement n’apparaît (Nélias [130]). 
 
 
En revenant au cas des engrenages, on constate généralement: 
 
 Que les surfaces des dentures sont soumises à un chargement alternatif; les états de 
surface sont bons et la lubrification assure des niveaux de frottement faibles. Les 
contraintes de cisaillement qui jouent un rôle important, sont généralement maximales 
à une certaine profondeur sous la surface où le risque d’initiation sera le plus 
important, Glodež et al. [66-67, 69, 72],Glodež et Ren [70], Leng et al. [101], Cheng 
et al. [26]. Dans ce cas, la formation d’une fissure initiale est souvent  associée à un 
mouvement de dislocations le long de frontières de grains ou d’interfaces d’inclusions, 
Figure (II.1.9-a). 
 
 Si le frottement devient important, la zone critique où le cisaillement maximal est le 
plus élevé se rapproche de la surface pouvant induire, dans certaines conditions, une 
initiation en surface ou très près de la surface. L’influence des conditions de 
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lubrification doit alors être prise en compte. Fajdiga et al. [50-52], Fajdiga et Ŝraml 
[49], Flaŝker et al. [56], Ren et al. [141], Zafoŝnik et al. [178], Figure (II.1.9-b)  
  
    a                                                                        b 
                 
Figure (II.1.9) : Configuration de fissure initiale : 
 a :  sous la surface (Glodež et Ren [70]) ;   b : sur la surface (Ren et al. [141]). 
 
 
Les principaux modèles existant dans la littérature sont brièvement présentés ci-
dessous.  
 
 
3.1.1. Méthode de déformation – vie :  
 
Ŝraml et al. [152-154] et Fajdiga et Ŝraml [49], ont présenté un modèle de calcul qui 
est basé sur l’analyse des contraintes de contact avec l’utilisation des paramètres de fatigue du 
matériau, pour simuler l’initiation de fatigue de contact sur le flanc de dentures pour des 
engrenages droits. Le matériau est supposé homogène sans imperfections (inclusions), le rôle 
des rugosités, des contraintes résiduelles…est négligé. Les auteurs analysent le problème 
d’initiation de fissure en utilisant un modèle équivalent de deux cylindres maillés par la 
méthode des éléments finis conduisant au champ des contraintes sous la surface généré par la 
distribution hertzienne de pression normale et traction tangentielle (loi de Coulomb). Le 
nombre de cycles requis pour l’initiation de fissure est déterminé en utilisant la méthode de 
déformation - vie  N  , où les incréments de déformation élastique  e  et 
plastique  p , Figure (II.1.10), et le nombre de cycles ( )iN  sont reliés par la relation 
suivante, Coffin [30], Manson [113]:                                 
 
             cif
b
i
fpe NN
E
22
222
'
'








                                                          (II.1.3)      
 
Des variantes ont été introduite en utilisant: 
 l’analyse de Morrow [126]: 
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             cif
b
i
f
a NN
E
22 '
'


                                                               (II.1.4) 
 
qui, en prenant en compte les contraintes moyennes
m , conduit à : 
 
         
'
'
( )
(2 ) (2 )
f m b c
a i f iN N
E
 
 

                                                                        (II.1.5)     
       
 la méthode de Smith–Watson– Topper (méthode SWT) [151] donnant l’expression :  
 
         
'2
max 2 ' '1
1 (2 ) . (2 )
2
f b b c
i f f iN N
E

   

                                                               (II.1.6) 
Avec :  
iN  : nombre de cycles requis pour l’initiation de fissure. 
a  : amplitude de déformation totale. 
m  : contrainte moyenne. 
max
1  : contrainte principale maximale. 
1  : amplitude de déformation principale maximale. 
'
f  : coefficient de résistance à la fatigue. 
'
f  : coefficient de ductilité. 
   c  : exposant lié à la ductilité. 
             b  :exposant de résistance à la fatigue.  
 
 
Figure (II.1.10) : Méthode déformation- vie pour l’initiation de fissure. 
 
Remarque: Le point de transition T présente la limite entre le régime de fatigue à grand nombre 
de cycles  (HCF : high-cycle fatigue) et le régime de fatigue à faibles nombre de cycles (LCF : low-cycle 
fatigue). En général, il n'y a pas de déformation irréversible dans le régime (HCF) à l'échelle 
macroscopique à l’opposé du régime (LCF). 
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Dans ces méthodes, les contraintes de cisaillement xy , de Tresca  Tresca  et la 
contraintes principale maximale ( 1 ) peuvent être utilisées pour estimer le nombre de cycles 
requis pour l’apparition d’une fissure initiale. La Figure (II.1.11) montre les résultats obtenus 
en utilisant la méthode  N  et ses variantes pour des engrenages droits en  42CrMo4. 
 
 
Figure(II.1.11) : Nombre de cycles requis pour l’initiation de fissure en utilisant la méthode  N  et ses 
modifications  (Fajdiga et Ŝraml [49]): 
a : Contraintes cisaillement ( )xy ,  b : Contrainte principale maximale ( 1 ). 
 
A partir des résultats sur la Figure (II.1.11), nous pouvons remarquer, dans cet 
exemple, que le nombre de cycles requis pour l’apparition de fissure ( iN ) en se basant sur la 
contrainte de cisaillement xy est compris entre 5524 et 6457 cycles et que le dommage initial 
se produit sous la surface (à environ 0.12 mm de profondeur). Ce nombre augmente 
considérablement  42.3 9.77 10 cycles   en utilisant la contrainte principale maximale 1  
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tandis que le dommage initial apparaît à la surface. Ŝrmel et al. [154], ont utilisé la méthode 
 N   et ses modifications en s’appuyant sur les composantes de cisaillement ( )xy  et 
 Tresca  afin d’étudier l’influence de frottement. Leurs résultats montrent que le frottement 
réduit le nombre de cycles ( iN ) et que  la zone d’apparition de la fissure se rapproche de la 
surface à mesure que le niveau de frottement augmente. 
 
 
3.1.2. Théorie basée sur les dislocations :  
 
En cas d’initiation de fissure en sous couche, la formation de la fissure initiale est 
souvent associée à des mouvements de dislocation au long de frontières de grains ou des 
interfaces d’inclusion, Kaynak et al. [96], Melander [120], Bormetti et al. [20]. D’autre part, 
pour des aciers de résistance élevée,  les examens fractographiques montrent que les sites 
d’initiation (subsurface) sont toujours localisés sur des inclusions à l’intérieur du matériau, 
Wang et al. [165], Cheng et al. [26]. Pour cette raison, un modèle basé sur la théorie des 
dislocations a été proposé par Tanaka et Mura [157] conduisant au nombre de cycles 
d’initiation suivant, Figure (II.1.12) : 
 
             
 22
.
f
in
i
A
N



                                                                                     (II.1.7) 
Avec : 
  :  coefficient d’énergie par unité d’aire (ce coefficient prend des valeurs entre 1 
N/m pour des matériaux très fragiles, et 10
3
 N/m pour les matériaux très durs, 
Mura et Nakason [127], Cheng et al [26]).  . 
max min      : variation  des  contraintes   qui  peuvent  être   représentées   par  les   
                             contraintes    cisaillement    maximales,     la   contrainte    principale   
                             maximale,  ou  les  contraintes  équivalentes de Von Mises, Mura  et   
                             Nakason [127]. 
f  : résistance du matériau au mouvement de dislocations (de l’ordre de 25  MPa pour 
les métaux, Mura et Nakason [127]).  
inA  : fonction  dépendante  des  propriétés  du  matériau  et  du type de fissure initiale 
qui, selon  Zhou et al [180], peut s’exprimer: 
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                       Au long du champ de zone glissée 
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                Au long de l’interface d’inclusion   
              
             ,G  vG  : module de cisaillement du matériau et de l’inclusion respectivement. 
 21, ll  sont définis dans la Figure (II.1.12). 
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Les mouvements de dislocations étant souvent réversibles, le facteur d’irréversibilité 
( inf ) doit être pris en compte dans l'équation ci-dessus. Les résultats expérimentaux montrent 
que ce facteur varie entre 10
-4
 pour des amplitudes de déformation plastique très faibles et 10
-1
 
pour de grandes déformations plastiques, Cheng et al. [26]. Dans ces conditions, la relation 
(II.1.7) devient : 
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                                                                           (II.1.9) 
 
 
 
Figure (II.1.12) : Inclusion dans le champ de zone  glissée ( Glodež et al [68]). 
 
 
Glodež et al. [67-68] ont utilisé ce modèle pour estimer le nombre de cycles 
d’initiation en considérant que la fissure s’initie sur l’interface d’une inclusion. Leurs résultats 
sont portés sur la Figure (II.1.13) où l’on peut constater que le nombre de cycles d’initiation 
diminue avec l’augmentation du rayon de l’inclusion et son module de cisaillement.   
 
           a)                                                                                       b)  
 
Figure (II.1.13) : Nombre de cycles requis pour l’initiation de fissure, Glodež et al [68], 
a: mNfin /1,10
3        b : mNfin /10,10
4     
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D’un point de vue pratique, on notera que ce type d’approche repose sur un nombre 
conséquent de paramètres matériaux et de géométrie qui, parfois, sont difficilement 
accessibles. 
 
 
3.1.3. Application des critères de fatigue : 
  
Les critères de fatigue multiaxiaux (Sines, Crossland, Dang Van, Liu – Zenner, par 
exemple) ont été largement utilisés pour la prédiction de l’initiation de dommage de fatigue 
de contact sur le flanc des dentures des engrenages. Batista et al. [15], ont développé un 
modèle éléments finis de dentures d’engrenages pour définir les contraintes résiduelles et les 
contraintes de contact incluant la distribution de frottement et de pression induite par les 
rugosités de la surface. En utilisant le critère de Dang Van  pour caractériser la résistance du 
matériau sous la surface des dentures, les auteurs ont trouvé une probabilité très élevée 
d’endommagement à la surface ou au voisinage de la surface des engrenages, Figure (II.1.14), 
lorsque la distribution de pression de contact calculée intègre l’influence de la rugosité de 
surface. 
 
 
Figure (II.1.14): Influence de contraintes résiduelles sur la distribution des contraintes équivalentes de Dang 
Van sous la surface ( Batista et al [15]). 
 
 
De la même façon, Davoli et al. [34], ont proposé un modèle équivalent de demi-plan 
élastique afin de calculer analytiquement les contraintes sous la surface des dentures en 
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prenant en compte l’influence des contraintes résiduelles considérées comme des contraintes 
moyennes. Les effets thermiques et élastohydrodynamiques ainsi que le rôle du frottement 
sont négligés, en revanche, le modèle inclut les variations de résistance et de contraintes 
résiduelles avec la profondeur qui sont reconnues comme des paramètres importants pour les 
engrenages cémentés trempés.  Les critères de Dang Van et Sines sont utilisés afin d’estimer 
la résistance à la fatigue de contact.  
 
Pour un régime de lubrification mixte, Brandão et al. [21-22] ont présenté un modèle 
numérique qui permet de prédire l’initiation de fatigue (micro-pitting) et les pertes de masses 
sur des dentures en appliquant le critère de Dang Van avec prise en compte de la rugosité de 
surfaces d’engrenages. Les résultats numériques ont été comparés avec ceux issus d’essais en 
micro-pitting sur un banc d’engrenages en boucle mécanique fermée (FZG). Les résultats 
permettent de connaître les directions d’initiation de fissures en cas d’initiation sur la surface.   
 
Conrado [31], a présenté un modèle de calcul de résistance au pitting sur la surface 
d’engrenages droits basé sur le critère de Liu-Zenner. L’auteur a utilisé un modèle semi 
analytique permettant de déterminer les cycles de contraintes avec l’influence du frottement, 
de la température, des rugosités de surface et des contraintes résiduelles. La Figure (II.1.15) 
illustre l’influence de la rugosité sur la distribution de contraintes équivalentes 
adimensionnelles de Liu-Zenner  SIH en sous couche. 
 
 
 
                                                     
                                                                       smooth contact 
                                           
                                                                            mixed contact  
                                                          
                                                                 
 
 
 
 
 
Figure (II.1.15): Influence de la rugosité sur la distribution de contrainte équivalente adimensionnée de Liu-
Zenner (Conrado [31]). 
 
 
3.2. Période de propagation de fissure : 
 
 Une fois la fissure initiée, l’avarie de contact se produira si elle peut se développer sur 
une distance suffisamment longue et être en mesure d'atteindre la surface. Le taux et la 
direction de propagation des fissures dépendent de l’amplitude du chargement Hertzien, de la 
longueur de la fissure et des propriétés de fatigue du matériau des engrenages. Une approche 
basée sur la mécanique de la rupture qui propose une solution pour estimer la valeur des 
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paramètres gouvernant la durée de vie des pièces fissurées, a été employée pour la simulation 
de la propagation des fissures. La fatigue au sens général du terme peut se traiter à l’aide de 
trois types de mécanique de la rupture : la mécanique microstructurale de la rupture (MMR), 
la mécanique non linéaire de la rupture (MNLR) et la mécanique linéaire de la rupture 
(MLR). Le choix du type de mécanique de la rupture dépend du type de fissure et du 
comportement du matériau, Miller [122-123]. 
 
 
3.2.1. Définition des modes de fissuration : 
 
  On distingue généralement trois modes de fissuration, figure (II.1.16), qui dépendent 
de la direction microscopique de propagation de fissure. Ces modes sont :  
 
1- Mode I: mode de traction (mode d’ouverture). Figure a . 
2- Mode II: mode de cisaillement plan. Figue b . 
3- Mode III : mode de cisaillement anti-plan. Figure c . 
 
 
 
Figure (II.1.16): Les différents modes de sollicitations d’une  fissure. 
 
 
 
Irwin [83] a montré que les contraintes et les déplacements dans la zone singulière 
peuvent s’exprimer en fonction des facteurs d’intensité de contraintes qui, pour les 3 modes 
de propagation considérés, s’expriment, Figure (II.1.17-a) : 
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 
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 
      
 
 
    
 
 
    
 
                                                       (II.1.10)  
Avec :  
 
' 1C   en contraintes planes et ' 21C v   en déformation planes.  
,I IIK K  et IIIK ,  les facteurs d’intensité des contraintes. 
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E , le module d’élasticité. 
v , le coefficient de Poisson. 
, ,x y zu    : discontinuité de champ de déplacement selon les axes x, y, z.  
r: distance entre chaque point et la pointe de fissure, figure (II.1.17-b)  
 
a)                                                                              b) 
                                                                                            
Figure (II.1.17) : a) Direction des modes de sollicitations d’une fissure initiale, b) les coordonnées de pointe 
de fissure (a0 : longueur de fissure initiale,  : angle de fissure). 
 
 
 
3.2.2. Loi de propagation :  
 
La fissure progresse avec un taux de croissance par cycle da/dN qui augmente avec la 
longueur de la fissure. Si la fissure initiale est non compatible avec le chargement appliqué, 
un certain nombre de cycles sont nécessaires pour initier la propagation et lorsque la longueur 
de fissure associée à l’effort remplit les conditions d’instabilité, il y a rupture brutale. Le 
modèle le plus utilisé est le modèle de Paris [Paris et Erdogan [135]] qui lie la vitesse de 
propagation à la variation du facteur d’intensité des contraintes, telle que : 
 
                     ( )m
da
C K
dN
                                                                                             (II.1.11) 
 
ΔK étant la variation du facteur d’intensité des contraintes au cours d’un cycle qui induit une 
avancée da de la fissure, C et m sont deux paramètres du matériau définissant respectivement 
la position et la pente de la droite de Paris. 
 
D’après Bathias et Baïlon [14], il existe trois domaines distincts en termes de vitesse de 
propagation qui sont liés aux trois étapes de l’endommagement par fatigue précédemment 
citées, Figure (II.1.18):   
 
 Un régime qui fait apparaître un seuil de propagation thK , en deçà duquel les fissures 
s’arrêtent. 
  Un régime où la vitesse de propagation présente une évolution linéaire avec 
K (régime de Paris). 
 Un régime de propagation instable où maxK  ( maxK  : facteur d’intensité de contrainte 
maximale)  atteint la ténacité du matériau (facteur de rugosité) ICK .    
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  Figure (II.1.18): Représentation générale de l’évolution du taux de croissance de fissure en fonction de 
l’amplitude du facteur d’intensité des contraintes : da/dN = f(ΔK). Bathias et Baïlon [14]. 
 
 
 
En général, dans la région où thK est constant, la mécanique linéaire élastique de 
rupture (MLER)  peut être utilisée pour analyser la croissance de fissure pour des longueurs 
de fissure supérieur à un seuil tha  qui peut être déterminé en fonction de la limite de fatigue 
( FL ), Bhattacharya et Ellingwood [17], El-Haddad et al. [48], tel que : 
 
      
2
1 th
th
FL
K
a
 
 
  
 
                                                                                          (II.1.12) 
 
tha est considérée comme un point de transition entre les fissures courtes et longues 
(ou entre les périodes d’initiation et de propagation). 
 
La condition de propagation (croissance) d’une fissure peut donc s’exprimer sous la 
forme : Wang et Hadfield [166], Figure (II.1.19)  
 
               
      0     la fissure se propage 
      0     la fissure ne se propage pas
eff th
eff th
da
si K K
dN
da
si K K
dN
  
   
                        (II.1.13) 
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Figure (II.1.19) : Variation de contrainte appliquée à la longueur de fissure (a) et variation du facteur 
d'intensité de contrainte seuil en fonction de la longueur de fissure (b),  ( Glodež et al. [71]). 
 
 
Pour la détermination du facteur d’intensité de contraintes seuil, plusieurs formules 
empiriques ont été proposées dans la littérature. Ces relations dépendent des propriétés 
mécaniques du matériau (en fonction du changement, de la dureté du matériau et de la limite 
en fatigue, par exemple) et sont recensées dans le Tableau (II.1.1) ci-dessous. 
 
référence formule 
 
Inoue et al [81-82] 
Kato et al [95] 
                                HVKth
310.41.345.2   
HV  : dureté Vickers du matériau  (HV). 
 
Llorca et Sanchez-
Galvez  [111] 
                            5.54 3.43th cK R    
Rc : rapport de la charge (ou contraintes). 
 
Murakami et Endo 
[128] 
   3/13 12010.3.3 areaHVKth    
area : aire   de  la   projection  du  défaut     sur     un      plan   perpendiculaire    à         
              la contrainte normale maximale. 
 
Navarro et al [129]                                   
*
2
th FL
D
K      
*D  : diamètre de grain  du matériau. 
FL  : limite de fatigue du matériau 
 
 
 
 
 
 
 
Rodopoulos et al [144] 
                               
*
*
( 0)
1
1
2
i
th c FL R
m D
K Y R
m

               pour 0cR   
                             
*
( 0)
1
1
2
i
th c FL R
m D
K Y R
m
                  pour 0cR  
cR  : Rapport de la charge (ou contraintes). 
)0(  RFL  : limite de fatigue du matériau avec R=0. 
:Y facteur de correction de fissure. 
im : facteur d’orientation de grain. 
1m  : facteur d’orientation de grain de la nucléation de fissure (initiation de fissure)    
          (il est supposé que 11 m ).  
*  : paramètre  de matériau   qui   varie entre 0 et 1 ( 5.0*     pour les aciers  
         martensitiques)  
Tableau (II.1.1) : Formules empiriques pour la détermination du facteur d’intensité de contrainte seuil. 
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Les facteurs élastiques linéaires ont été adoptés pour modéliser le comportement de 
croissance de fissure en fatigue. Les facteurs d’intensités maximales (K max) et minimales  
(Kmin) sont linéairement liés aux contraintes maximales max( )  et minimales min( )  appliqués 
respectivement. Selon la mécanique de la rupture élastique linéaire, les facteurs d’intensité 
sont estimés par: 
 
                 
max max
min min
. . .
. . .
K f a
K f a
 
 


                                                                                      (II.1.14) 
Avec : 
 
f  : fonction dépendante des conditions de chargement et de la géométrie.  
    a : longueur de fissure.  
 
 
La variation du facteur d’intensité est définie comme : 
 
                max minK K K    = max (1 )cK R                                                       (II.1.15) 
 
        où cR est le  rapport de charge (ou contraintes) qui s’exprime: 
 
                   min min
max max
c
K
R
K


                                                                                           (II.1.16) 
 
De nombreuses lois ont été utilisées afin de calculer la vitesse de propagation de 
fissures. Ces lois peuvent être considérées comme des extensions de la loi de Paris pour 
prendre en compte l’effet de différents paramètres sur le taux de croissance des fissures 
(facteur d’intensité de contraintes seuil thK , facteur de rugosité ICK , propriétés du matériau, 
rapport de contraintes, par exemple). Bathias et Baïlon [14] ont regroupé et classé la plupart 
des lois de propagation de fissures de fatigue existant dans la littérature. Dans le cas 
particulier des engrenages, de nombreuses études, fréquemment basées sur l’utilisation de la 
méthode des éléments finis, ont été présentées pour analyser la période de propagation de 
fissure en cas de fatigue de contact (sur le flanc de denture). Glodež et al. [66-72], Ren et al. 
[141], Flaŝker et al. [56], Fajdiga et al. [51], ont simulé le processus de propagation de 
fissures sur des dentures droites en utilisant un modèle bidimensionnel équivalent à deux 
cylindres. Les conditions de charge suivantes ont été considérées : 
 
 Pour une fissure initiée sous la surface, une distribution de pression normale  
semi elliptique combinées à une distribution de cisaillement créée par le 
frottement entre les surfaces (voir Figure (II.1.9-a)), 
 Pour une fissure initiée sur la surface, une distribution de pression 
élastohydrodynamique (EHD) couplée aux tractions tangentielle dues au 
frottement entre les surfaces, la pression n’est pas constante et dépend 
également de la position de la fissure superficielle dans la zone de contact, 
Figure (II.1.20). 
             
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0006/these.pdf 
© [T. Osman], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés
Partie II – Chapitre 1 
 120 
 
Figure (II.1.20): Différents cas de charge et pression dans le lubrifiant agissant sur la face d’une fissure ( 
Fajdiga et al. [51]).  
 
 
Pour une fissure initiée en sous couche, les auteurs ont adopté la théorie de la 
croissance d’une fissure courte telle que la vitesse de croissance de fissure
dN
da soit  
proportionnelle du déplacement plastique en pointe de fissure pl  : 
 
                         0)(0
m
plC
dN
da
                                                                                   (II.1.17) 
 
Où, 0C and 0m  sont des constantes du matériau (déterminées expérimentalement).  
 
Le déplacement plastique en pointe de fissure est fonction du facteur d’intensité de 
contraintes K  lié à la longueur de fissure tel que : 
 
 
                        aK
nG
nv
pl ..
..
1).1(2 2



                                                               (II.1.18) 
Avec :  
 
n  :  paramètre décrivant la position relative de la pointe de fissure à la frontière de   
       grain, Figure (II.1.21). 
:G  module de cisaillement. 
v  : coefficient de Poisson. 
a  : longueur de fissure. 
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Figure (II.1.21): Configuration de fissure initiale dans un grain (Glodež et al [72]). 
 
 
Les résultats obtenus en termes de durée de vie et de forme d’avarie sont en très bon 
accord avec les résultats expérimentaux issus d’un banc d’essai FZG en boucle mécanique 
fermée, Figure (II.1.22).   
 
 
Figure (II.1.22) : Comparaison entre la forme de pitting obtenue numériquement et expérimentalement 
(Fajdiga et al. [51]). 
 
 
                Dans le cas d’une propagation de fissure en mode de chargement mixte (mode de 
cisaillement et mode de traction), la variation du facteur d’intensité de contraintes K dans la 
loi de Paris est remplacée par la variation effective du facteur d’intensité de contraintes 
effK  : 
 
                             ( )meff
da
C K
dN
                                                                                  (II.1.19) 
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              Ainsi Aslantaş et Taşgetiren [7] ont étudié la propagation de fissure à partir d’une 
fissure initiée sous la surface (en sous couche), Figure (II.1.23), sur des dentures des 
engrenages droits en fonte à graphite sphéroïdal (alliée à du nickel et du molybdène) et ont 
déterminé effK  sous la forme :  
 
                      4 4 48eff I IIK K K                                                                                    (II.1.20) 
 
 
(a) Finite element mesh; (b) the subsurface crack in gear  tooth and surface loads effect 
on tooth surface. Where e is the distance between the centre of the crack and the 
maximum load in the elliptic variation. 
Figure (II.1.23): Modèle de simulation de fatigue de contact par pitting sur des dentures d’engrenages droits,  
Aslantaş et Taşgetiren [7]. 
 
 
               Au cours de la simulation, IK  prend des valeurs négatives, Figure (II.1.24) et 
n’influe donc plus sur la propagation qui devient alors dépendante du seul mode de 
cisaillement et de IIK . Le critère de la contrainte maximale tangentielle a été utilisé pour 
déterminer l’angle de fissure au cours de la propagation des fissures sous chargement 
cyclique.  Les résultats sont en bon accord avec les résultats expérimentaux obtenus sur une 
machine FZG, Figure (II.1.25).  
 
 
Figure (II.1.24) : Variation de KI et KII à la pointe gauche et droite de la fissure par rapport à la position de la 
charge, (Aslantaş et Taşgetiren [7]). 
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SEM photograph of the cross-section, austempered at 325 °C (a), as-cast (b) and numerically obtained pitting form of the 
tooth surface. 
 
Figure (II.1.25): Comparaison entre résultats numériques et expérimentaux (Aslantaş et Taşgetiren [7]). 
 
 
 De la même façon, mais afin de prendre en compte l’influence des rugosités de surface 
et d’inclusions sur la formation du pitting, Blake et Cheng [18-19] ont étudié la propagation 
de fissures sur les dentures d’engrenages droits en utilisant le même modèle simple de deux 
cylindres en considérant que: 
 
 Le nombre de cycles requis pour l’initiation de fissure est négligeable et que, par 
conséquent, le nombre de cycles requis pour la propagation de fissure est égal à la 
durée de vie total au pitting. 
 la propagation de fissure est fonction du seul mode du cisaillement )( IIK  et que  
effK devient:   
 
                        . .eff II KK K f C a                                                                       (II.1.21) 
Avec :  
 
          f  : facteur géométrique ( 1.12f  ). 
            : variation  des  contraintes  de  cisaillement  calculées dans un demi - plan    
                   élastique sans fissure. 
          KC  : coefficient de correction pour   qui considère la présence de fissure. 
 
 
          La durée de vie obtenue en utilisant ce modèle est très inférieure aux valeurs 
expérimentales et laisse à penser que l’on ne peut pas négliger la phase d’initiation. Ding et al. 
[41] ont utilisé la même approche en ne considérant que le seul mode de cisaillement )( IIK  et 
ont montré que ce paramètre diminuait si le frottement entre les lèvres de la fissure était pris 
en compte.     
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Enfin, en se basant sur les travaux de Griffith [73], il est possible de lier la propagation 
de fissure à la dissipation d’énergie G qui selon Griffith est une caractéristique intrinsèque 
du matériau. La vitesse de croissance de fissure peut en être déduite sous la forme, Hanson et 
Keer [77]: 
 
                   
      2 2 2I,m1 . / 2
m
m
ax II III
da
C G C v K K K µ
dN
                             (II.1.22) 
Avec :  
µ : coefficient de frottement. 
, ,I II IIIK K K   : variations des facteurs d’intensités de contraintes pour les trois 
modes différents de propagation de fissure. 
 
 
4. Conclusion : 
 
 Au terme de cette introduction bibliographique, nous pouvons dégager quelques 
grandes tendances quant à la méthode de modélisation de fatigue de contact et à la prédiction 
de la durée de vie totale. 
Tout d'abord, la fatigue de contact se manifestera de manière privilégiée dans les creux 
de denture où la direction du glissement est opposée à celle du roulement. La durée de vie 
totale en terme de pitting peut être divisée en deux périodes : i) une période d’initiation suivie 
ii) d’une période de propagation de fissure : 
 
 Selon les conditions de contact, les fissures peuvent être initiées soit sous la surface 
de flanc de dentures, soit à la surface.  
 La période d’initiation de fissure peut être analysée par la méthode déformation – vie, 
les méthodes basées sur la théorie des dislocations ou par l’utilisation de critères de 
fatigue  
 La phase de propagation est généralement abordée en utilisant une théorie élastique 
linéaire et la méthode des éléments finis.  
 
D’autre part, la plupart des modélisations et des analyses de fatigue de contact 
rencontrées dans la littérature ont été effectuées en utilisant des modèles simplifiés 
d’engrenages assimilés à deux disques équivalents. De plus, l’influence de comportement 
dynamique sur l’apparition de fatigue de contact est généralement négligée. Pour ces raisons, 
nous nous proposons donc d’étudier l’influence du comportement statique et dynamique sur la 
fatigue de contact d’engrenages droits (en particulier, le pitting), en utilisant un modèle 
spécifique d’engrenages avec 72 degrés de libertés (72 DDL) qui nous donne une possibilité 
d’accéder aux contraintes instantanées sur une large gamme de vitesses de rotation, tout en 
intégrant le rôle de défauts et de corrections de formes sur les dentures. 
 
 
 
 
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0006/these.pdf 
© [T. Osman], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés
Partie II – Chapitre 2 
 125 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Chapitre 2: 
Un modèle pour la simulation de la 
fatigue de contact par pitting sur les 
dentures d’engrenages droits  
 
1. Introduction. 
2. Modèle de contact et champ de contraintes.  
3. Simulation de la fatigue de contact. 
4. Modèle dynamique d’engrenages.  
5. Validation du modèle de pitting. 
6. Remarque. 
7. Conclusion. 
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1. Introduction :  
 
 La pitting apparaît généralement dans les zones soumises à des pressions de contact 
élevées et à des glissements relativement importants (surtout dans la zone de glissement 
négatif au long du profil de denture). Le processus de pitting peut être visualisé comme une 
formation de fissures initiales sur ou sous la surface de contact qui se développent sous la 
l’influence d’un chargement cyclique pour aboutir au détachement d’une couche de la surface 
du matériau. Le nombre de cycles requis pour l’apparition de pitting sur les flancs de dentures 
d’engrenages, Figure (II.2.1), peut être alors défini comme la somme du nombre de cycles 
requis pour l’initiation (Ni) et la propagation de fissure (Np) depuis la longueur initiale jusqu’à 
la longueur critique caractérisant l’apparition d’une écaille: 
 
                              i pN N N                                                                                               (II.2.1) 
 
 
Figure (II.2.1) : Les différentes périodes de l’endommagement en fatigue. 
 
Le but de ce chapitre est de présenter un modèle pour simuler la période totale de  
fatigue de contact par pitting en utilisant un modèle spécifique d’engrenages (72 DDL) pour 
analyser les interactions possibles entre la fatigue de contact et le chargement instantané subis 
par les flancs de dentures au cours du mouvement. Cette approche de la fatigue de contact se 
différencie de la plupart des méthodes de simulations proposées dans la littérature qui 
reposent a) sur des cinématiques simplifiés comme un système de deux disques équivalents et 
b) sur des modèles de chargement quasi-statiques. 
 
 Dans un premier temps, un modèle de contact nécessaire pour déterminer les champs 
des contraintes est présenté. Une analyse des périodes d’initiation et de propagation de fissure 
est ensuite proposée. Enfin, les  résultats obtenus en utilisant cette simulation sont testés en 
comparant avec les résultats issus d’un banc d’essai back-to-back, Glodež et al. [72].  
 
 
Nucléation de fissure 
Propagation 
de fissure 
courte 
Période d’initiation de fissure (Ni )  
0 a0 min a0 max 
Longueur 
de fissure 
Période de propagation de 
fissure ( Np ) 
  Rupture finale  (durée de vie totale N= Ni + Np) 
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2. Modèle de contact et champ des contraintes : 
 
Un modèle global pour la prédiction de la fatigue de contact sur les engrenages doit 
considérer l'historique du chargement sur les contacts tout en actualisant les géométries et les 
cinématiques (rayon de courbure, nombre de dents en contact, vitesse de roulement et de 
glissement…etc.) en fonction du temps. Au cours de l’engrènement, les flancs de dentures 
sont soumis à des distributions de pressions normales et tangentielles qui induisent des 
contraintes cycliques dans les couches du matériau susceptibles de conduire à des 
phénomènes de fatigue. Après avoir calculé les forces de contact dynamiques, les 
distributions de pressions dynamiques )(xP  sont déterminées en utilisant la théorie d’Hertz 
tandis que la pression de contact tangentielle )(xq  peut être déduite d’une loi de frottement de 
type Coulomb soit : 
 
   
2 2
0
2
( ) . 1 1
.H H H
x w x
P x P
a a d a
   
      
   
                                                   (II.2.2) 
 
               )(.)( xPµxq                                                                        (II.2.3)                                                                                
Avec : 
 
0P  : pression hertzienne maximale. 
d
w
 : charge par unité de largeur de contact. 
'
8. .
'
H
w R
a
b E
 : demi-largeur du contact hertzien. 
µ  : coefficient de frottement. 
21
21'
RR
RR
R

 : rayon de courbure équivalent au point de contact considéré. 
1 2,R R  :rayon de courbure du pignon et de la roue respectivement. 
)1()1(
2
'
2
12
2
21
21
vEvE
EE
E

  : module d’Young équivalent.  
1 2,E E  : module d’Young du pignon et de la roue respectivement.  
1 2,v v  : coefficient de Poisson du pignon et de la roue respectivement. 
 
 
 En appliquant ces conditions de chargement de contact, le tenseur des contraintes peut 
être déterminé à chaque point matériel sur ou sous la surface de contact en utilisant les 
résultats classiques du demi plan élastique ici considéré dans un état de déformations planes. 
Ce processus est répété à chaque pas de temps et les cycles des contraintes de chargement 
pour chaque point matériel observé en sont déduits, Figure (II.2.2). Il faut noter que le champ 
de pression peut varier avec le temps non seulement en raison du passage d’une à deux paires 
de dents en prise mais également suite à des effets dynamiques marqués au voisinage d’une 
vitesse critique de denture en particulier. 
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Figure (II.2.2) : Simulation de mouvement de contact pour la détermination des champs des contraintes au 
point étudié B localisé sur le profil du pignon. 
 
  
Le champ de contraintes total est le somme des contraintes qui résultent du chargement 
normal ( ),('' yx
n
ji ) et des charges tangentielles ( ),('' yx
t
ji
 ), (voir Annexe 3) auxquels 
s’ajoutent les éventuelles contraintes résiduelles ),('' yx
r
ji  résultant de traitements thermiques 
de surface des engrenages: 
 
     yxyxyxyx r ji
t
ji
n
jiji ,,),(, ''''''''                zyxji ,,''                     (II.2.4)   
     
                                 
Il est bien connu que la résistance en fatigue de contact est fortement influencée par les 
contraintes résiduelles introduites par les traitements thermiques. Généralement, les 
traitements thermochimiques utilisés pour les surfaces trempées des engrenages tels que la 
nitruration ou la cémentation, introduisent des contraintes résiduelles compressives dans les 
couches sous la surfaces conduisant à une augmentation de la résistance en fatigue.  
 
Afin d’étudier l’influence des contraintes résiduelle sur le comportement de fatigue sur 
dentures des engrenages, des techniques expérimentales comme la technique de diffraction 
par rayons X sont généralement employées pour évaluer le champ des contraintes résiduelles. 
On peut trouver quelques relations empiriques dans la littérature qui donnent une estimation 
des variations des contraintes résiduelles en fonction des variations de dureté sous la surface. 
Ces relations sont différentes selon le type de traitement de surface des engrenages (trempées, 
nitrurées, cémentées…etc.), Lang [100], Tobe et al. [158].   
 
Dans notre étude et selon le type de traitement thermique des surfaces des engrenages 
(trempé ou nitruré), les contraintes résiduelles seront déterminées en utilisant les relations 
empiriques proposées par Lang [100]. Les contraintes résiduelles sont essentiellement causées 
par les changements de volume pendant la transformation austénitique qui se produit à des 
moments différents selon que l’on considère la surface ou le cœur, suggérant qu’il existe une 
corrélation entre les contraintes résiduelles et les différences de dureté entre le cœur et la 
surface. Les relations empiriques de Lang [100] pour l’évaluation du changement de dureté du 
matériau et en conséquence l’estimation des contraintes résiduelles en fonction du type de 
traitement thermique s’écrivent:  
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Cas de la cémentation : 
 
Dureté du matériau [HV] 
    effeff y
y
y
y
csc HVHVHVyHV










2662.00381.0
10  
                                                                                                                               (II.2.5) 
Les contraintes résiduelles [MPa] : 
 
  c
r HVyHV  25.1                       Pour 300HVcHV HV    
               4602857.0  c
r HVyHV             Pour 300HVcHV HV  
                                                                                              
 
Cas de la nitruration : 
 
Dureté du matériau [HV] : 
    effeff y
y
y
y
csc HVHVHVyHV










4218.0223.0
10  
                                                                                                                                (II.2.6)                 
Les contraintes résiduelles [MPa] : 
 
  c
r HVyHV  667.1                       Pour 300HVcHV HV   
500r                                                       Pour 300HVcHV HV                                                                                                                                
                         
Avec 
 cHV  : dureté Vickers à cœur. 
sHV  : dureté Vickers de la surface.  
effy : profondeur effective de durcie (effective case depth). 
y : profondeur sous la surface.    
 
 
La Figure (II.2.3) montre les distributions de contraintes résiduelles et de dureté du 
matériau issues des relations (II-2-5 & 6) pour deux matériaux couramment utilisés dans la 
fabrication des engrenages (18NiCrMo5 : acier de cémentation et 42CrMoS4 pour la 
nitruration). Sur ces exemples, on constate que la valeur de dureté superficielle est plus grande 
dans le cas de la cémentation pour des contraintes résiduelles plus faibles. On note également 
un gradient plus élevé dans le cas de la nitruration et, par conséquent, une zone durcie plus 
importante pour la cémentation. 
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a                                                                                     b 
Figure (II.2.3) : Changement de la dureté et des contraintes résiduelles sous la surface. 
                                    a : cas cémenté trempé (18NiCrMo5, HVs=700 HV, HVc=450HV, =1mm), Lang [100].  
                      b: cas nitruré (42CrMoS4, HVs=624 HV, HVc=326HV, =0.5mm), Lang [100]. 
 
 
Dans le cas particulier d’engrenages cémentés, le modèle proposé par Tobe et al. 
[158], pour déterminer la distribution des contraintes résiduelles est largement utilisé. 
 
Par la suite, afin de prendre en compte l’influence des contraintes résiduelles sur la 
résistance en fatigue, celles-ci seront considérées comme équi-biaxial (avec des composantes 
normales égales dans les directions tangentielles et axiales) et, de plus, seront supposées 
inchangées pendant le cycle de changement (Batista et al. [15], Tobie [159], Conrado [31]).     
 
 
3. Simulation de la fatigue de contact : 
 
 
3.1. Simulation de la période d’initiation de fissure : 
 
Dans ce mémoire, la période d’initiation de fissure est totalement analysée en utilisant 
les critères de fatigue multiaxiaux, selon les deux étapes suivantes: 
 
1- Estimation du degré de fatigue à chaque point matériel en fonction de la profondeur 
sous la surface.  
2- Calcul du nombre de cycles requis pour l’initiation de fissure en couplant les critères 
de fatigue et la courbe d’endurance de Wöhler.  
 
 
3.1.1. Application des critères de fatigue multiaxiaux : 
 
 Avant de présenter les critères de fatigue utilisés, nous allons introduire certaines 
grandeurs caractéristiques associées aux invariants du tenseur des contraintes : 
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 Le tenseur des contraintes macroscopique peut être décomposé en une partie 
déviatorique et une partie sphérique: 
 
    
1
3
S tr I                                 (II.2.7) 
 
avec S est la partie déviatorique du tenseur des contraintes macroscopique.  
 
 Le premier invariant 1J  correspond à la partie hydrostatique HP  : 
 
 1
1 1
( ) ( ) ( ) ( )
3 3
H H xx yy zzJ P tr P t t t t                                 (II.2.8) 
 
Pour un cycle de chargement, ( )HP t est une fonction périodique du temps de période T 
dont l’amplitude ,H aP  et la valeur moyenne ,H mP  sont définies par: 
 
,
1 ( ( )) ( ( ))
max min
2 3 3
H a
t Tt T
tr t tr t
P
 

 
  
 
                            (II.2.9) 
,
1 ( ( )) ( ( ))
max min
2 3 3
H m
t Tt T
tr t tr t
P
 

 
  
 
             (II.2.10) 
 
La valeur maximale de la pression hydrostatique est donc donnée par :   
 
           ,max , ,H H a H mP P P                                (II.2.11) 
 
 Le deuxième invariant 2J  de la partie déviatorique du tenseur des contraintes 
représente une norme associée à la notion d’énergie de distorsion utilisée dans certains 
critères, soit : 
 
2
1
:
2
J S S                      (II.2.12) 
  
L’amplitude du deuxième invariant du déviateur des contraintes 2,aJ correspond 
généralement à la valeur maximale du deuxième invariant du déviateur des contraintes 
alternée soit : 
 
2, 2,max ( )a a
t T
J J t

                   (II.2.13) 
 
  
3.1.1.1. Critère de Crossland (macroscopique global): 
 
Le critère de Crossland [32], basé sur le critère d’élasticité de Von Mises, présente 
l’avantage d’être  multiaxial et d’être en bon accord avec nombre de résultats expérimentaux.  
La description du critère de Crossland considère le chemin de chargement macroscopique. Le 
risque de fissure est exprimé comme une combinaison linéaire de l’amplitude du deuxième 
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0006/these.pdf 
© [T. Osman], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés
Partie II – Chapitre 2 
 133 
invariant du déviateur des contraintes et de la valeur maximale de la pression hydrostatique 
pendant le cycle de chargement sous la forme : 
 
 
, 2, ,maxeq CRO a CRO H CROJ P                          (II.2.14) 
 
,CRO CRO   : paramètres du matériau qui peuvent être identifiés par un test de torsion alternée  
 2, ,max;  0a w HJ P   et de flexion alternée 2, ,max( ) ;   
33
w w
a HJ t P
  
  
 
conduisant aux 
relations suivantes : 
 
3
3;              wCRO CRO w
w

  

                   (II.2.15) 
 
où w , w  sont les limites de fatigue en flexion alternée et en torsion alternée 
respectivement.  
Pour être valide, le critère de Crossland impose la condition 
1
3
w
w


. 
 
3.1.1.2. Critère de Liu & Zenner (Approche intégrale) : 
 
Le critère de  Liu & Zenner est exprimé par la relation suivante : 
 
2
,
2
,
2
,
2
,, LZmeqLZmeqLZaeqLZaeqLZLZeq nmba                   (II.2.16) 
 
Les valeurs d’amplitude des contraintes cisaillement équivalentes aeq, , des contraintes 
cisaillement moyennes équivalentes meq, , d’amplitude des contraintes normale équivalentes 
aeq,  et des contraintes normales moyennes équivalentes sont données par Liu et Zenner 
[109], Liu [110]: 
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
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 
 
 
 

 
  
  
 
  
  
 
  
  

 
 
 
2
0
 
 
 
 
  
 
               (II.2.17) 
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Où ama ,,, ,,    et m,  sont les contraintes normales et tangentielles définies sur une 
frontière sphérique d’un volume élémentaire du matériau , voir Annexe 4.    
 
 
Les paramètres du matériau LZLZLZ mba ,,  et LZn sont calculés à partir de la limite de 
fatigue en torsion alternée w , de la limite de fatigue en flexion (tension-compression) alternée 
w , de la limite de fatigue en torsion répétée 0,w  et de la limite de fatigue en flexion répétée 
0,w , (Liu et Zenner [109]) conduisant aux expressions ci-dessous: 
 
   
2 2
2 2 2 2
,02 ,0 ,02
2
,0,0
1 1
3 4 ;            6 2
5 5
4
2 2 21 2
;     
54
7 27 2
w w
LZ LZ
w w
w w ww LZ
w w
w
LZ LZ
ww
a b
m
m n
 
 
  
 


      
         
         
       
         
       
  
  
  
                       (II.2.18) 
 
 
3.1.1.3. Critère de Dang Van (Plan critique) : 
 
 Le critère de Dang Van postule que le paramètre de base pour la nucléation de 
microfissures de fatigue est la contrainte de cisaillement maximum sur le monocristal le plus 
défavorable en place (ou grains). Selon l'auteur, une microfissure de fatigue apparaît lorsque 
le monocristal sort de son adaptation élastique produite lors des premiers cycles.  Ce critère 
est basé sur une approche d’échelle mésoscopique. Dans ce mémoire, nous utilisons la 
deuxième version  de ce critère publiée en 1989 (Dang Van et al. [33]) qui peut être exprimée 
comme suit:  
 
  , max ( )eq DV DV H DV
t T
t P t   

                                                         (II.2.19) 
Avec 
 
     max min
1
2
t s t s t   , la différence entre la valeur maximale et minimale des 
contraintes principales du tenseur déviatorique mésoscopique au temps t, Dang Van et al. 
[33], tandis que  HP t  est la pression hydrostatique au même instant t.  
 
L’application de ce critère dans les conditions de torsion alternée (limite w ) et de  flexion 
alternée (limite w ) conduit aux paramètres matériaux suivants: 
 
;
2
1
3 






w
w
DV


            wDV                 (II.2.20) 
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La condition de validité du critère de Dang Van correspond à 
2
1

w
w


. 
 
3.1.2. Résistance du matériau : 
 
En l’absence de traitements superficiels, les propriétés mécaniques des matériaux sont 
réparties de façon homogène et les résultats classiques de fatigue provenant de tests ou bien 
disponibles dans la littérature peuvent être utilisés pour caractériser la résistance locale du 
matériau. Dans le cas de matériaux durcis en surface et fréquemment utilisés dans les 
engrenages de transmissions, les propriétés mécaniques ne peuvent plus être considérées 
comme homogènes, même à l’échelle macroscopique. Ces propriétés varient avec la 
profondeur sous la surface et elles dépendent du type et des conditions de traitement 
thermique (cémentation, nitruration en particulier). On trouve ainsi, dans la littérature, un 
certain nombre de résultats empiriques qui permettent d’estimer le limite en flexion alternée 
w et la limite de fatigue en torsion alternée w  en fonction des variations de dureté en sous 
couche. Le Tableau (II.2.1) reproduit quelques unes des ces formules empiriques permettant 
d’évaluer cette limite de fatigue.  
 
Référence Limite de Fatigue  
Roessle- Fatemi [145] HVw *36.1                           [MPa]         pour HVHV 735            
Mitchell- Socie 
 (de référence [145]) 
HVw *63.1                            [MPa]         pour HVHV 735  
 
Atzori et al. [10] 
uw  *475.0                           [MPa]        
u  : Résistance maximal en traction monotone définie par Lang [100] 
400525.3  HVu                 [MPa] 
 
Winderlich [169] 
 
 
 HV
HV
w
/7.201
61.1

         [MPa]          pour HVHV 340  
 HV
HVHV
w
/7.201
0011.098.1 2


    [MPa]          pour HVHV 340     
Sandberg [146] 
 
2
0.773*
3170
w
HV
HV               [MPa]          pour HVHV 700  
Tobie [159] 0.5*w HV                                 [MPa] 
Tableau (II.2.1) : Relations empiriques pour l’estimation de la limite de fatigue en torsion alternée w  et  
en flexion alternée w . 
 
Le rapport de limite de fatigue en torsion alternée w  et en flexion alternée w  est 
généralement compris entre : 0.577 0.866w
w


   selon Zenner et al. [179], et dans notre 
étude, nous retiendrons la valeur ww  *6.0 . 
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D’autre part, les limites de fatigue en flexion répétée 0,w et torsion répétée 0,w , 
peuvent être estimées en utilisant les formules de Winderlich [169] : 
 
                      
1000
1
20, HV
w
w



                                                                                        (II.2.21)            
                      
1
2
4
0,
0,


w
w
w
w



                                               (II.2.22) 
 
ou par les formules de la norme ISO 6336-5 [88] où les limites de fatigue en cas 
alterné se déduisent des limites en cas répété par un coefficient multiplicatif de 0.7. 
 
La Figure (II.2.4) montre une comparaison entre la limite de fatigue calculée en 
utilisant les formules empiriques et les valeurs de limite de fatigue données par ISO 6336 en 
fonction de la dureté du matériau.  
 
 
Figure (II.2.4): Limite de fatigue w  en fonction de la dureté du matériau. 
 
Nous pouvons remarquer que la formule proposée par Sandberg [146] encadre assez bien 
les résultats de la norme ISO 6336 pour des aciers de types ML et MQ (bonne qualité) ; pour 
cette raison, elle sera largement utilisée dans les exemples d’application qui suivent.  
 
3.1.3. Degré de fatigue : 
 
Un critère de fatigue définit une contrainte équivalente qui est fonction du trajet du 
tenseur des contraintes et des caractéristiques mécaniques du matériau et permet de 
déterminer s’il y a risque d’endommagement ou non. On introduit ainsi la notion de degré de 
fatigue fD  de sorte que si: 
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,
,
1                         il existe un risque d'initiation de fissure
1                         il n'existe pas de risque d'initiation de fissure
eq i
f
LT
eq i
f
LT
D
D




  
 
       (II.2.23)   
 
Avec  
 
ieq,  : contrainte équivalente correspondant au critère de fatigue utilisé i ( DVeq, , 
CROeq, , LZeq, ). 
iLT , : Limite de fatigue correspondant au critère utilisé i ( w  :pour le critère de Dang 
Van et Crossland. w  : pour le critère de Liu & Zenner). 
 
 
3.1.4. Estimation du nombre de cycles requis pour l’initiation de fissure (Ni) : 
  
 La méthode déformation-vie et la méthode de dislocation sont souvent utilisées pour 
l’estimation de nombre de cycles  iN  requis pour l’initiation de fissure (voir chapitre 1 de 
partie II). Dans notre étude, nous proposons d’appliquer les critères de fatigue pour estimer ce 
paramètre  iN . A cette fin, la limite du nombre de cycles de rupture par fatigue (apparition de 
fissure) sera déduite des courbes de Wöhler qui peuvent être approximées par des relations de 
la forme : 
 
 
'
'
. 2
. 2
b
a f i
b
a f i
N
N


 
 


                                                                                     (II.2.24) 
 
Suivant Kluger et Lagoda [98], nous supposons que : b b b   de sorte que : 
 
 
 
'
'
. 2
. 2
b
a f i
b
a f i
N
N
 
 


                                                                           (II.2.25) 
Avec :  
 
   
 
 
 
 
 
A partir de la relation (II.2.25), les critères de Crossland et Dang Van peuvent être 
représentés en fonction des paramètres de fatigue du matériau. En considérant, dans un 
premier temps le critère de Crossland qui s’écrit: 
 
             2, ,max.a CRO H CROJ P                                                                           (II.2.26) 
 
 
iN : Nombre de cycles à la rupture par fatigue 
'
a : Coefficient de résistance en fatigue pour la traction compression 
'
a : Coefficient de résistance en fatigue pour la torsion 
b : Exposent de la résistance de la fatigue (b= - (0.04 -0.15) pour les métaux). 
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Il est alors possible d’obtenir la valeur de la constante 
CRO  en ne considérant que la 
sollicitation de torsion (Figure (II.2.5)) :  
            
            '
2, 2,.0 .(2 )
b
a CRO CRO a CRO CRO f iJ J N                                         (II.2.27)
  
 
et, dans le cas de traction-compression simple avec Rc= -1 (Rc : rapport de contraintes), Figure 
(II.2.5), le critère prend la forme: 
 
          
' '
'
.(2 ) .(2 )
. . .(2 )
3 33 3
b b
f i f i ba a
CRO CRO CRO f i
N N
N
  
                        (II.2.28) 
 
conduisant alors à la valeur du paramètre 
CRO , à savoir :   
 
   
'
'
'
' '
.(2 )
.(2 )
13 3.
.(2 ) 3
3
b
f ib
f i
f
CRO b
f i f
N
N
N




 
  
    
 

'
'
3.
3
f
CRO
f



                        (II.2.29) 
 
En combinant les relations (II.2.27) et (II.2.29), le critère de Crossland peut s’écrire sous la 
forme suivante : 
 
 
'
'
2, ,max'
3.
3 . . 2
bf
a H f i
f
J P N



 
    
 
                                        (II.2.30) 
 
d’où le nombre de cycles pour l’initiation qui peut être déduit comme :  
 
           
1
'
2, ,max'
, '
3.
3 .
1
.
2
b
f
a H
f
i i CRO
f
J P
N N



  
    
   
 
 
  
                                        (II.2.31) 
 
 
Des développements similaires peuvent être conduits en utilisant le critère de Dang 
Van dont les constantes s’expriment alors :  
 
              
'
b'
'
1
3 ;        = 2       
2
f
DV DV f i
f
N

  

 
   
 
                                                      (II.2.32) 
 
qui, reportées dans l’expression du critère, conduisent à : 
 
   
'
'
'
1
max ( ) 3. . ( ) . 2
2
bf
H f i
t T
f
t P t N

 

  
      
  
                                                     (II.2.33) 
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et permettent enfin d’accéder au nombre de cycles pour l’initiation sous la forme :  
 
  
1
'
'
, '
1
max ( ) 3. . ( )
21
.
2
b
f
H
t T
f
i i DV
f
t P t
N N





   
            
 
 
 
                                      (II.2.34) 
 
 
                        Rc= -1                                                                     Rc= 0 
 
                                                                              
         
                                                                           max  
   max                                                                               a  
                                                                            m            
                   a                                                        
   
        0                                                            t                                      0                                                        t 
 
 
 
      a                                                                   a  
      
 
 
 
                          
2
a
a

                                                    ( ) / 2a a m     
 
                                                                                                                             
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3 3
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H
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 


 

                                            
1
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3 3
2
m a
H
a
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 

 
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Figure (II.2.5) : Dépendance de  a et ,maxHP  en fonction du rapport de contraintes (
min
max
cR


 ). 
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3.2. Simulation de la période de propagation de fissure : 
  
Le taux et la direction de propagation des fissures dépendent du chargement, de la 
longueur de la fissure et des propriétés de fatigue du matériau des engrenages. A ce titre, la 
simulation de la propagation de fissure nécessite une bonne estimation du plan critique 
d’initiation de fissure et du taux de la propagation. La définition du plan critique d’initiation 
de fissure est toutefois ambiguë car il peut s’agir du le plan avec la plus grande amplitude de 
la contrainte de cisaillement ou bien le plan avec l’amplitude de contrainte principale 
maximale, ou encore le plan où le paramètre de fatigue (le degré de fatigue fD dans notre cas) 
possède sa valeur maximale, Ringsberg et al. [142], Jiang et Sehitoglu [90]. En se basant sur 
des résultats expérimentaux, Chen et al. [25], Jiang et al. [89], Leng et al. [101], ont postulé 
que ce plan était lié à la dureté du matériau et aux contraintes critiques (contraintes de 
cisaillement maximales ou contraintes équivalentes de Von Mises) ce qui a conduit a 
considéré que l’initiation se faisait dans le plan où le rapport contraintes équivalentes de Von 
Mises sur dureté était maximum avec une longueur initiale de fissure calculée par 
Bhattacharya et Ellingwood [17] : 
 
       
2
0
1 th
th
FL
K
a a
 
 
   
 
                                          (II.2.35)                                                                                      
 
En ce qui concerne l’orientation de cette fissure initiale, les données expérimentales 
suggèrent que l'angle entre la fissure initiale et la direction de la force de frottement n'excède 
pas 21° (Leng et al. [101]). Toutefois, son influence sur le trajet de fissuration apparaît faible ; 
des analyses comparatives ont montré que la fissure finale n’était que peu impactée pour des 
angles compris entre 0° et 20° car la longueur initiale est faible par rapport à la longueur de 
fissure finale. En conséquence, et pour des raisons de simplicité d’application, nous avons 
considéré en nous appuyant sur les modèles de Aslantaş et Taşgetiren [7], Glodež et al. [66-
67, 69,72] que l’angle  de la fissure initiale était nul, c’est à dire une fissure initiale parallèle à 
l’axe des abscisses, Figure (II.2.6). 
 
 
Figure (II.2.6) : Géométrie de fissure initiale.                                                                                                                                                                                                                  
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3.2.1. Détermination du taux de propagation de fissure : 
 
Après avoir été initiée, la fissure se développe sur une distance suffisamment longue et 
peut atteindre la surface. La mécanique linéaire de la rupture (MLR) a été largement utilisée 
pour estimer le taux de propagation de fissure.   
 
Les facteurs d’intensité de contraintes à la pointe de fissure sont exprimés sous la 
forme: 
 
2 2
, ,
( ) ( )
eq VM eq VM
K f a a
HV y HV y
 
           (II.2.36) 
Avec 
 
f  : le facteur géométrique supposé égal à 1 ( 1f  ), parce que la géométrie de fissure   
        est traitée en solide infini. 
a  : la longueur de fissure. 
 
 La variation du facteur d’intensité de contraintes à la pointe de chargement durant un 
cycle, pour toute longueur de fissure, est donnée par la relation suivante:  
 
     
 max min max min
max
1              si   0
                                               par ailleur
cK K K K R K
K K
    
 
                          (II.2.37)   
     
Avec 
min
max
c
K
R
K
  : rapport de charge (ou contraintes) 
maxK  : facteur d’intensité de contrainte maximal 
minK  : facteur d’intensité de contrainte minimal 
 
 
 L’expérience montre que la vitesse de propagation d’une fissure n’est pas 
proportionnelle à la variation du facteur d’intensité des contraintes ΔK appliquée mais plutôt 
au facteur d’intensité des contraintes effectif effK  vu par la fissure. En effet, seule une 
fraction du cycle de fatigue est efficace, la fissure restant fermée pendant l’autre partie. La 
fermeture de la fissure peut avoir plusieurs sources comme la plasticité, la rugosité de ses 
faces, l’oxydation ou une transformation de phase induite par le chargement mécanique à 
l’extrémité de la fissure. Par ailleurs, Gerbert et Fritzson [65] ont considéré qu’une fissure est 
fermée si les contraintes normales à la pointe de fissure sont négatives sinon, la fissure est 
ouverte. La variation de facteur d’intensité de contrainte  K doit donc être remplacée par la 
variation de facteur d’intensité de contrainte effective ( effK ) en utilisant un facteur de 
fermeture de fissure ouvrU : 
 
                   ouvreff
eff
ouvr UKK
K
K
U .


                                                              (II.2.38)  
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 De nombreuses relations permettant d’estimer
ouvrU  peuvent être trouvées dans la 
littérature en fonction du rapport de charge  cR , Elber [46-47], Schijve [147], R5 [140] ou de 
la longueur de fissure  a  Newman [131], Dans ce mémoire nous utiliserons la relation 
empirique proposée par Newman [131] qui s’écrit : 
 
    0.89 1 0.11.exp
20
ouvr
a
U
  
    
  
                                                                  (II.2.39) 
 
avec a : longueur de fissure en µm.           
                           
 
Suivant le modèle de McEvily et Yang [119] basée sur une loi de Paris modifiée, la 
relation (II.1.11) contrôlant la vitesse de propagation de fissure s’écrit alors : 
 
       m meff th
p
da
C K K
dN
                            (II.2.40) 
 
Où C, m sont les constants du matériau et thK  est le facteur d’intensité de contraintes seuil 
qui est calculé en utilisant le modèle proposé par Navarro et al [129] : 
 
       
*
2
th FL
D
K                                         (II.2.41) 
 
A partir de cette loi, la fissure se propage si le taux de propagation de fissure 
p
da
dN
 
est positif, c'est-à-dire, si effK > thK .  
 
3.2.2. Angle de direction de fissure : 
 
Au cours de la propagation, il est important de déterminer l’orientation de la fissure et 
ses éventuelles variations au cours du cycle de charge. Leng et al. [101] ont estimé  cet angle 
en utilisant la théorie des dislocations et ont trouvé une valeur sensiblement égale à 17.2° 
corroborée par les mesures d’Agha [1]. Choi [27], Choi et Liu [28], Liu et Choi [107-108] ont 
utilisé cette valeur constante dans leurs simulations de propagation. En ce qui nous concerne, 
nous avons opté pour un angle déterminé à partir de la théorie des lignes de glissement. Sur le 
cercle de Mohr, Figure (II.2.7), chaque point ( , )nP    est représentatif de l’état de contrainte 
dans une direction n . P  et P  sont représentatifs de l’état de contrainte dans les directions   
et   correspondantes aux directions de cisaillement maximum. Si, sur le cercle de Mohr, 
autrement dit dans le plan des contraintes nous avons l’angle    2, CPCPX , dans le plan 
physique on aura l’angle   .,  X  Les lignes de glissement constituent un réseau de 
courbes orthogonales  et   tangentes en tout point aux directions de cisaillement maximum 
 et .  
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                                      a                                                                                                b 
Figure (II.2.7) : Estimation d’angle de direction de propagation de fissure. 
             a : Etat de contraintes à pointe de fissure ;      b : Cercle de Mohr des contraintes. 
 
 
Dans l’hypothèse d’un solide rigide plastique parfait, le critère de Von Mises impose, 
lorsqu’on atteint le seuil d’écoulement plastique, que le cercle de Mohr ait un rayon constant 
égal à 
2
,VMeq
MohrR

 , ( VMeq,  : contraintes équivalentes de Von Mises). Puisque les 
contraintes normales sont négatives, les contraintes de cisaillement XY  sont considérées 
comme des contraintes critiques de fissure, pour cela,  l’angle de direction de propagation de 
fissure peut être déterminé à partir des contraintes cisaillement, Figure (II.2.7-b), tel que : 
 
       





 
Mohr
XY
R

 1cos.5.0                                                           (II.2.42) 
 
A partir de cette relation (II.2.42), on voit que l’angle ( ) est susceptible de varier 
selon la position de la pointe de fissure au cours de la propagation. 
 
 
3.2.3. Incrément de fissure : 
 
 En élasticité, les solutions asymptotiques présentent une singularité à l’extrémité de la 
fissure car les contraintes tendent vers une valeur infinie. En réalité le niveau de contrainte 
n’est pas infini et il se développe une zone plastique à l’extrémité de la fissure. La forme et la 
dimension de cette zone plastifiée dépendent du chargement ainsi que des caractéristiques du 
comportement élastoplastique du matériau. Cette zone joue un rôle très important dans la 
propagation dans les matériaux élastoplastiques car elle est, en particulier, à l’origine de 
l’interaction entre cycles et phénomène de retard observé après surcharge. D’autre part, la 
justification de l’utilisation des facteurs élastiques linéaires est liée au rapport entre la demi-
longueur de fissure et la taille de la zone plastique. Si ce rapport de la taille est très petit, les 
facteurs d'intensité de contrainte caractérisent alors l'état des contraintes à coté de la pointe de 
la fissure. McClung et Sehitoglu [116-117] ont proposé que l’incrément de fissure, dans la 
simulation de fissure fermée, devait satisfaire le critère suivant: 
 
         1.0

pr
a
                    avec  aa                                                           (II.2.43) 
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Où 2 Pr est la diamètre de zone plastique (supposée être un disque), Figure (II.2.8), qui peut 
être estimée en utilisant la formule proposé par Irwin [84-85] : 
 
          
2
max1 .
.
p
E
K
r
  
 
  
 
                     (II.2.44)
                                                                                       
Avec E , la limite d’élasticité du matériau; 2   pour les conditions de contraintes planes et 
6   pour les conditions de déformations planes. Dans notre étude, l’incrément de fissure 
( a ) sera pris comme : 
 
                    0.1* pa r                                                                            (II.2.45)                                                                                 
 
 
 
Figure (II.2.8) : Représentation schématique de zone plastique à la pointe de fissure (rE : estimation élastique, 
rp : estimation plastique). 
 
 
 
4. Modèle dynamique d’engrenages : 
 
 Contrairement à la majorité des modèles d’engrenages proposés dans la littérature pour 
simuler la fatigue de contact, l’analyse de fatigue (phases de propagation et d’initiation) est 
effectuée en utilisant un modèle dynamique spécifique (72 DDL) qui couple les  mouvements 
de flexion, torsion et traction –compression, Figure (II.2.9). Un des caractéristiques 
importantes du modèle est la résolution qui combine un schéma d’intégration pas à pas dans le 
temps et un algorithme de contact normal. Les distorsions des corps d’engrenages pour les 
mobiles de fortes largeurs sont prises en compte ainsi que les écarts de forme les plus courants 
(défauts et corrections de forme). Ce modèle a été également utilisé dans le cadre de l’analyse 
de l’usure dans la première partie de ce mémoire. Pour étudier l’influence de comportement 
dynamique sur la fatigue de contact, les efforts dynamiques obtenus sont alors utilisés comme 
données d’entrée pour un modèle d’initiation puis de propagation de fissures comme décrit 
dans le Tableau (II.2.2). 
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                                                                T  
 
 
 
 
                                                                w1 
                        Pignon                                                                    1           Entrée  
                                                                                                         
                                                    
1                             2 
                                                          u1            3 
                                                                                                             
                                              4       
1                                      Paliers  
                             5                           1         v1 
       6                                                                               
                                                                                         Fenêtre d’engrènement                                             
 Z                                                                                                                              
                                                                                                                   
                    
                          Ligne de contact (i) 
 
           Raideur d’engrènement (kij) 
 
                                                                                                 w2 
                                                                                                                                                7 
                                                                                            2                           8 
                                                                                                                            
                                                                                            2             9 
                        Eléments d’arbre                                  u2      
         (pour traction, torsion et flexion)                10 
                                                                                                     v2 
                                                                 11                                                        
             2  
                                                 12 
 
 
                                 Sortie  
                                                                                         Roue 
                                                                                                                          S  
 
Figure (II.2.9) : Modèle dynamique d’engrenages : 
 
1,2…12 : numéro de nœuds. 
21,uu DDL en traction-compression. 
21, DDL en torsion. 
v1,v2 , 212121 ,,,,, ww DDL en flexion. 
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                                                                                                        Oui 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tableau (II.2.2): Analyse du problème de fatigue en utilisant de résolution de Newmark couplée à un 
algorithme de contact. 
Données géométriques de réducteur. 
Défauts de forme et de montage 
 
Caractérisation de l’état de référence 
(corps rigides) 
Calcul de la raideur de contact 
Intégration pas à pas dans le temps par 
Newmark du système 
Calcul de la charge dynamique (Fd) et de 
l’écrasement  (Δ).  
Existe t-il un point Mij tel que   
Fd <0 
Détermination de la longueur de 
contact potentielle  LC 
Existe-t-il un point Mij LC avec 
Δ > 0? 
 
K(Mij)=0 
K(Mij)≠ 0 
 
Paramètres de fatigue du 
matériau des engrenages 
Conditions initiales par la solution statique 
Calcul de la pression maximale )(0 ijMP et 
demi-largeur de contact )( ijH Ma   
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5. Validation du modèle de fatigue: 
  
5.1. Conditions expérimentales:  
 
 Avant d’étudier l’influence du comportement dynamique sur la fatigue de contact, les 
résultats du modèle proposé sont confrontés à des résultats expérimentaux issus de la 
littérature (Glodež et al. [72]). Les données géométriques des engrenages d’essai sont portées 
dans le Tableau (II.2.3). Ces engrenages sont fabriqués en alliage d’acier à haute résistance 
(42CrMo4) avec un diamètre moyen de grain d’austénite * 50D µm  et une dureté de surface 
d’environ 55 HRC. Les paramètres de fatigue du matériau des engrenages et sa composition 
chimique (wt %) sont reportés dans le Tableau (II.2.4) et le Tableau (II.2.5) respectivement.   
      
 
Nombre de 
dents 
Largeur de 
Denture (mm) 
Module 
réel (mm) 
Angle de pression 
réel (°) 
Coefficient de 
déport 
 
Z1 Z2 b1 b2 xc1 xc2 
16 24 14 14 4.5 20 0.182 0.171 
 
Tableau (II.2.3): Données géométriques des engrenages testés, Glodež et al. [72].  
 
 
 
 
42CrMo4 
E (Mpa) 206000 '
f  (Mpa) 
1820 
E  (Mpa) 
900 
  0.3 '
f  (Mpa) 
1051 b -0.08 
 
                Tableau (II.2.4): Paramètres                                                                        
                                       matériau des engrenages                                                                                                                      
                                                                                                                 Tableau (II.2.5): Composition  
                                                                                                                chimique du matériau des engrenages 
              
 
                                                                                                            
 Les essais ont été conduits par Glodež et al. [72] sur un banc FZG en boucle 
mécanique fermée Figure (II.2.10) pour les conditions de fonctionnement suivantes :  
  
 Vitesse de rotation du pignon = 2175 tr/min. 
 Couple sur le pignon de 183.4 Nm 
 Pression nominale de contact au point le plus bas d’une seule paire de dents en contcat 
(lowest point of single tooth contact) de 1406 MPa (selon DIN 3990 [39]).  
 Coefficient du frottement = 0.04. 
 
42CrMo4 
C (%) 0.43  
Si (%) 0.22 
Mn (%) 0.59 
Cr (%) 1.04 
Mo (%) 0.17 
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Figure (II.2.10): Machine FZG pour le test de pitting sur engrenages cylindriques.  
 
 
Le test a été effectué sur quatre paires d’engrenages identiques avec le même lubrifiant 
(INA-EPOL SP 220 avec une viscosité cinématique à 40C° et 100C° de 140 ²220
 smmv  et 
1
100 ²9.17
 smmv  respectivement).  Pendant les tests, si la zone de pitting observée sur le 
flanc de denture est ~ 500 µm, le test est arrêté et le nombre de cycles correspondant est 
enregistré,  cf.  Tableau (II.2.6). 
 
 
N° d’expérimentation Nombre de cycles requis pour l’apparition du pitting sur le 
flanc de denture 
1 
2 
3 
4 
 
 
 
 
6
6
6
6
3.262 10  25
3.915 10  30
3.001 10  23
2.610 10  20
h
h
h
h




 
Tableau (II.2.6) : Résultats expérimentaux de test de pitting sur la machine FZG  
(Glodež et al. [72]).  
 
 
 
5.2. Résultats du modèle numérique : 
 
La Figure (II.2.11) montre la distribution de dureté du matériau et des contraintes 
résiduelles estimées en utilisant les relations empiriques proposées par Lang [100] pour un 
traitement par cémentation. 
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Figure (II.2.11) : Distribution de la dureté et des contraintes résiduelles en fonction de la profondeur sous la 
surface pour le matériau 42CrMo4. 
 
 
 
Après avoir estimé la distribution de dureté du matériau, les limites de fatigue en 
torsion  w  et flexion  w alternée ainsi que le facteur d’intensité des contraintes 
seuil  thK  peuvent être évalués. La Figure (II.2.12-a) présente la distribution des limites de 
fatigue en utilisant les formules de Sandberg [146] et Winderlich [169] en cas de torsion 
alternée  w et flexion alternée  w , Tableau (II.2.1), avec un rapport de / 0.6w w   . Nous 
pouvons constater que la valeur de résistance à la fatigue est maximale à la surface et se réduit 
en fonction de la profondeur dans le matériau jusqu’à arriver à une valeur constante à 
environ mmy 6.2 sous la surface. On note également que la résistance à la fatigue selon les 
formules de Winderlich est plus élevée que celle reposant sur les résultats de Sandberg. De 
manière analogue, le facteur d’intensité des contraintes seuil  thK  calculé par la formule de  
Navarro et al. [129] (équation (II.2.41) (avec prise en compte de 
, , et  FL w Sandberg FL w winderlich       ) est maximum sur la surface et voit sa valeur se réduire 
avec la profondeur à l’intérieur du matériau, Figure (II.2.12-b).  
 
  a)                                                                                        b) 
  
Figure (II.2.12) : a) : Limites de fatigue en torsion alternée  w  et flexion alternée  w   avec 
( )6.0/ ww  .  b) : Facteur d’intensité des contraintes seuil  thK  
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Après avoir déterminé la résistance à la fatigue et les contraintes du cycle du 
chargement, les analyses des périodes d’initiation et de propagation de fatigue peuvent être 
réalisées à chaque point matériel localisé sur le flanc de denture.  Les résultats obtenus pour 
l’estimation du degré de fatigue en utilisant les critères de fatigue multiaxiaux (critère de 
Crossland, de Dang Van et de Liu –Zenner) sont portés sur la Figure (II.2.13). Nous pouvons 
constater clairement que le degré de fatigue maximum (correspondant aux contraintes 
équivalentes maximales pour chacun des critères) se localise en sous couche dans ce cas où le 
frottement est très faible (voir Annexe 5 pour l’influence de frottement sur le degré de 
fatigue). La position exacte sous la surface et la valeur du degré de fatigue sont différentes 
selon le critère de fatigue utilisé parce que l’influence de chaque composante des contraintes 
(contraintes cisaillement, contraintes normales, contraintes compressives…, pression 
hydrostatique), est spécifique et que chacune d’elle impacte les contraintes équivalentes et, 
par conséquent, le degré de fatigue. On notera une influence relativement secondaire du 
critère utilisé et une influence majeure des limites en fatigue puisque, selon le cas, il y a 
endommagement (Sandberg [146]) ou non (Winderlich [169]).  
 
 
 
Figure (II.2.13) : Degré de fatigue fD estimé en utilisant les critères de fatigue multiaxiaux en fonction de la 
profondeur sous la surface. 
 
 
Pour calculer le nombre de cycles requis pour l’initiation de fissures, les équations  
(II.2.31) et (II.2.34), ont été utilisées et les résultats obtenus sont portés sur la Figure (II.2.14). 
On peut observer que le nombre de cycles iN  minimal se trouve sous la surface à la position 
correspondant au degré de fatigue maximal. En termes de choix de critère, les critères de 
Dang Van et Crossland conduisent à des résultats sensiblement différents respectivement Ni,DV 
=9.42*10
5
 cycles, Ni,CRO =7.64*10
5
 cycles.  Glodež et al. [67], [68] ont, quant à eux,  utilisé la 
théorie des dislocations qui, au vu de la difficulté à obtenir l’ensemble des paramètres 
pertinents (cf. équation (II.1.9)), a conduit à une dispersion importante des résultats comme 
illustré sur la Figure (II.1.13). 
 
 
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0006/these.pdf 
© [T. Osman], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés
Partie II – Chapitre 2 
 151 
 
Figure (II.2.14) : Nombre de cycles requis pour l’initiation de fissure en fonction de la profondeur sous la 
surface. 
 
 
 Avant d’aborder la phase de propagation, la longueur de fissure initiale 0a  et sa 
position doivent être déterminées. On obtient la valeur 0 25a µm en utilisant la relation 
(II.2.35) et la limite en fatigue de Sandberg [146], valeur conforme au résultat de Glodež et al. 
[67], [72]), située à une  profondeur 119y µm . A partir de cette fissure initiale en sous 
couche, la fissure se propagera à partir des pointes droite et gauche (voir Figure (II.2.6)). Dans 
notre modèle numérique, nous considérerons successivement l’une et l’autre de ces directions 
de propagation en se basant sur l’angle de direction de fissuration et l’incrément de longueur 
fissurée susceptibles de varier tous deux au cours du trajet. Nous retenons pour la suite la 
formule de Sandberg [146] qui conduit à un risque d’initiation de fissure ( 1)fD  et qui sera 
donc utilisée pour estimer le facteur d’intensité de contraintes seuil  thK  dans l’équation 
(II.2.41), (voir la Figure (II.2.12-b)). La Figure (II.2.15) montre la fissure initiale et la forme 
de fissure qui résulte de sa propagation dans le matériau à partir des pointes gauche (c)  et 
droite (b).  
 
 
a                                                           b                                                              c  
Figure (II.2.15): Simulation numérique de la propagation de fissure. 
a: Fissure initiale ;b : Propagation de fissure depuis la pointe droite de fissure initiale. 
c : Propagation de fissure depuis la pointe gauche de fissure initiale. 
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Deux constatations principales ressortent de l’analyse des résultats portés sur la Figure 
(II.2.15): 
 
1. Les facteurs d’intensité des contraintes effectifs commencent avec des 
valeurs minimales qui augmentent largement au cours de la propagation 
vers la surface suite à l’augmentation de la longueur de fissure. 
 
2. Quand la fissure arrive à la surface, la valeur du facteur d’intensité de 
contrainte effectif à la pointe droite est plus élevée que celle à la pointe 
gauche ce qui indique que la pointe droite est la direction privilégiée de 
propagation, (Glodež et Ren. [70], Aslantaş et Taşgetiren [7]). La longueur 
critique de fissure correspond à la longueur à l’arrivée à la surface qui, ici, 
vaut sensiblement 376ca µm .  
 
La propagation de la fissure à partir de la pointe droite conditionne donc la durée de la 
phase de propagation qui, comme représenté sur la Figure (II-2-16), prend la valeur de 
62.193 10pN   cycles (en prenant les valeurs des constantes du matériau 
C=
 mmmMPacycle
mm
.
10*31.3 17  et m=4.16). 
. 
 
 
Figure (II.2.16) : Nombre de cycles requis pour la propagation de fissure  PN . 
 
 
 En conséquence, la durée de vie totale sera définie comme la somme des nombres de 
cycles requis pour les deux phases d’initiation et de propagation qui sont synthétisés dans le 
Tableau (II.2.7) ci-dessous.  
 
 
iN (nombre de cycles requis 
pour l’initiation de fissure) 
pN (nombre de cycles requis 
pour la propagation de fissure) 
Durée de vie totale (cycles) 
i pN N N   
5
,
5
,
9.42 10
7.64 10
i DV
i CRO
N
N
 
 
 
 
62.193 10pN    
6
,
6
,
3.135 10
2.957 10
i DV p
i CRO p
N N
N N
  
  
 
Tableau (II.2.7) : Durée de vie totale (apparition de  pitting sur le flanc de denture). 
 
 
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0006/these.pdf 
© [T. Osman], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés
Partie II – Chapitre 2 
 153 
5.3. Comparaison avec les résultats expérimentaux : 
 
Les résultats expérimentaux  sur l’apparition de pitting, Tableau (II.2.6), ont été 
analysés statistiquement par Glodež et al. [72]. Les intervalles de cycles de chargement 
 1 2,N N dans lequel le pitting aura lieu avec une probabilité roP ( )N  ont été déterminés en 
utilisant les distributions de Weibull et Lognormale pour la fonction de fréquence 
ef ( )N , 
Figure (II.2.17). 
 
 
Figure (II.2.17) : Détermination de l’intervalle [N1, N2] avec une probabilité Pro (ΔN) 
 
 
 
La probabilité ( )roP N  est donnée par la relation suivante : 
 
   
2
1
e 1 2  f
N
ro
N
N dN P N N N               (II.2.47) 
 
Sous les conditions suivantes : 
 
   
e
+
e
-
1.    f ( ) 0
2.   f ( ) 1
N
N dN




                (II.2.48) 
 
(voir Glodež et al. [72] pour plus de détails). 
 
Les comparaisons entre les représentations statistiques des nombres des cycles 
déterminés expérimentalement et la simulation numérique ainsi que les formes d’écaille 
observée sont portées sur la Figure (II.2.18) et dans le Tableau (II.2. 8) 
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Figure (II.2.18): Comparaison entre la forme de pitting expérimentale (a, b, c, d) et numérique (e). 
 
 
 
 
N : Durée de vie totale  (cycles)  Taille de pitting (µm) 
Test (FZG), Glodež et al. [72] Calcul numérique 
 
Test (FZG) 
Glodež et al. 
[72]. 
Calcul 
numérique 
          N (cycles)                   Probabilité (%)  i pN N N   (cycle) 
 
 
 
 
 
 
6
6
6
6
6
6
2.900  à  3.494 10           50
2.835  à  3.558 10           60
2.771  à  3.622 10           70
2.700  à  3.693 10           80
2.629  à  3.765 10           90
2.590  à  3.803 10           95
2.558  à  3.83






  65 10           99
 
 
 
 
6(2.957  à  3.135) 10  
 
 
 
 
 
500 
 
 
 
 
 
 
476 
 
 
Tableau (II.2.8): Comparaison entre les résultats numériques et expérimentaux. 
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En se basant sur ces comparaisons, nous pouvons constater un bon accord en termes 
de nombre de cycles mais également en termes de forme de défaut ce qui valide le modèle de 
fatigue de contact mis en place et autorise des exploitations en régimes dynamiques.   
 
 
 
6. Remarque : 
 
Le type de traitement thermique joue un rôle très important vis-à-vis de la résistance à 
la fatigue de contact via les distributions de dureté et les limites en fatigue correspondantes 
(Tableau (II.2.1)) selon la profondeur ainsi que les contraintes résiduelles induites (équation 
(II.2.5) et (II.2.6). Cette influence est illustrée en comparant les performances d’un traitement 
par cémentation et trempe (42CrMo4 avec HVs =595 HV,  HVc =300 HV,  yeff =1mm ) et d’un 
traitement de nitruration (42CrMoS4 avec HVs =624 HV,  HVc =326 HV,  yeff =0.5mm, 
Conrado [31]). Les résultats sont portés sur la Figure (II.2.19) où l’on vérifie que le traitement 
thermique a une influence prépondérante sur la tenue en fatigue car, dans le cas de l’acier 
cémenté trempé, il y a risque d’endommagement ( 1fD  ) tandis qu’un traitement de 
nitruration conduit à des valeurs de fD toujours inférieures à l’unité donc sans initiation de 
fissure en sous couche.   
 
a)                                                                                       b) 
          
Figure (II.2.19) : L’influence  de  type  de  traitement sur la distribution les contraintes résiduelles  r  en 
valeurs absolues (a) et sur le degré de fatigue de Dang Van (b) en fonction de la profondeur sous la surface 
de contact.  1n  2175 tr/min, Limite de fatigue de Sandberg.  
 
Enfin, il faut noter que l’influence des contraintes résiduelles réside seulement dans la 
partie hydrostatique ( )H t du critère de Dang Van, Desimone et al. [36], Davoli et al. [34], 
Fathallah et al. [53] qui, en présence de contraintes résiduelles, devient : 
 
    , max ( ) req DV DV H H DV
t T
t P t    

                                                     (II.2.49) 
 
avec rH , la partie hydrostatiques des contraintes résiduelles 
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7. Conclusion : 
 
Dans ce chapitre, nous avons proposé un modèle numérique pour la simulation de la 
période totale de la fatigue de contact par pitting sur le flanc des dentures des engrenages 
droits. Cette simulation a été réalisée en utilisant un modèle dynamique d’engrenages 
cylindriques possédant 72 DDL. La période d’initiation de fissure à été analysée en utilisant 
des critères de fatigue multiaxiaux (Crossland, Dang Van et Liu-Zenner) pour estimer le degré 
de fatigue ainsi que le nombre de cycles requis pour l’initiation de fissure. La période de 
propagation de fissure a été étudiée en utilisant les mécaniques des facteurs linéaires 
élastiques. 
 
  Les résultats de simulation à faibles vitesses de rotation sont en bon accord avec les 
résultats expérimentaux obtenus sur banc d’engrenages, à la fois, en termes de durée de vie et 
de géométrie d’écaille résultante. Nous pouvons donc exploiter ce modèle pour des régimes 
de rotation différents afin d’appréhender l’influence éventuelle du comportement dynamique 
sur la fatigue de contact, ce qui est l’objet du chapitre suivant. 
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Chapitre 3: 
Interactions entre la fatigue de contact 
par pitting et le comportement statique 
et dynamique  
 
1. Introduction. 
2. Exemple d’application. 
3. Influence  de  comportement  quasi - statique  et  dynamique  sur  la  
    fatigue de contact par pitting. 
4. Conclusion. 
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1. Introduction :  
 
 Les efforts dynamiques sur les dentures d’engrenages droits peuvent être en certains 
points du profil significativement plus élevés que le chargement quasi-statique nominal et, par 
là, influer fortement sur l’apparition de pitting et la durée de vie. Par ailleurs, les efforts 
dynamiques évoluent avec la vitesse de rotation et l’on peut s’attendre à un comportement en 
fatigue dépendant du régime de vitesse.  
 
Dans ce chapitre, nous exploitons le modèle de simulation de fatigue de contact mis en 
place au chapitre précédent dans le cas d’engrenages droits à différentes vitesses de rotation. 
Les efforts dynamiques, et par conséquent les distributions de pressions normales et 
tangentielles dynamiques, obtenus après la résolution des équations du mouvement sont 
utilisés comme données d’entrée pour les modèles d’initiation puis de propagation de fissures. 
Une partie importante de l’analyse porte sur l’influence de corrections de profil, d’écarts de 
désalignement et d’erreurs de pas sur la durée de vie des engrenages, l’influence des vitesses 
de rotation sur l’initiation de fissure ainsi que sur la propagation de fissure est  également 
abordée.  
 
  
2. Exemple d’application : 
 
L’ensemble des exploitations numériques qui suit à été réalisé en utilisant les mêmes  
données géométriques et propriétés du matériau que celles testées dans le chapitre 2 
(Tableaux (II.2.3), (II.2.4), et (II.2.5)). Les engrenages sont en 42CrMo4 et un coefficient de 
frottement de 0.04, typique pour des engrenages correctement lubrifiés, a été retenu. 
 
 
3. Influence du comportement quasi-statique et dynamique sur la fatigue de 
contact par pitting: 
 
3.1. Influence du comportement quasi-statique : 
 
Au cours de l’engrènement, la charge au contact sur une paire de dent ne reste pas 
constante principalement à cause des facteurs suivants :  
 
 l’alternance entre une seule paire et deux paires de dents en contact, 
 la variation de la rigidité d’engrènement selon le profil des dentures, 
 les écarts géométriques (écarts ou défauts de forme par exemple). 
 
Dans ce paragraphe, nous présentons une étude paramétrique de l’influence de 
comportement quasi-statique sur la fatigue de contact par pitting afin, entre autre, d’illustrer le 
rôle de la précision géométrique des dentures sur la durée de vie.  L’influence de corrections 
de profil, d’écarts d’alignement et d’erreurs de division (erreurs de pas) sera successivement 
abordée pour une vitesse de rotation du pignon constante égale à 1 150 /rad s  . Par la suite, 
nous considérerons que le point de contact le plus dangereux (critique) pour l’apparition de 
pitting sur le flanc de denture est le point ayant de valeur plus élevée de la pression de contact, 
où la durée de vie totale sera calculée. 
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0006/these.pdf 
© [T. Osman], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés
Partie II – Chapitre 3 
 160 
3.1.1. Influence de corrections de profil : 
 
 Des corrections de profil classiques linéaires en tête de dents sont considérées, elles 
sont identiques sur le pignon et la roue, leur amplitude en tête de dent est de 25 µm et les 
longueurs de correction correspondent sensiblement à 30% de la longueur du profil actif. La 
Figure (II.3.1) illustre l’influence de ces corrections sur la distribution de pression maximale 
de contact sur le profil de dentures droites. Nous pouvons remarquer que : 
 
 les corrections de profil modifient la distribution de pression sur le flanc de 
denture de façon très importante,  
 les valeurs de pression maximales sont fortement réduites au voisinage du pied 
et du sommet de dentures et demeurent, par contre, inchangées vers le primitif 
(c'est-à-dire la zone non corrigée), 
 le point critique d’apparition de pitting se déplace de l’engagement, en 
l’absence de corrections de profil, vers la zone de transition entre deux et une 
paire de dents en prise située en dessous du primitif pour un profil corrigé. 
 
 
                               
                                                                                                                  
Figure (II.3.1) : Influence de corrections linéaires de profil sur la distribution de  pression de contact 
maximale 0P  sur le profil de denture d’engrenages droits (Tm : période d’engrènement). 
 
 
 
A cause de ce changement de position du point critique sur le profil de denture (et par 
conséquent, de pression maximale et demi-largeur de contact), les durées requises pour 
l’apparition de pitting sont tout à fait différentes selon que les profils sont corrigés ou 
non. Les constats principaux sont: 
 
 pour la période d’initiation de fissure : pour des dentures non corrigées, le 
point critique est à l’engagement (pied de dent du pignon dans ce cas) pour un 
point situé à une faible profondeur et avec une phase d’initiation très courte, 
Figure (II.3.2-a). Les corrections de profil ont pour effet de déplacer le point 
critique sur le flanc de denture (cf. ci-dessus) d’une part et, d’autre part, de 
conduire à une initiation à une profondeur plus importante.   
 pour la période de propagation de fissure: le facteur d’intensité de contraintes 
effectif ( effK ) est beaucoup plus élevé en l’absence de corrections, Figure 
(II.3.2-b), et l’amorçage de fissure se faisant à une faible profondeur, la durée 
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de propagation est beaucoup plus courte que celle relevée dans le cas de 
dentures corrigées, Figure (II.3.2-c). 
 
a)                                                              b)                                                          c ) 
 
Figure (II.3.2) : Influence de corrections de profil sur : a)  le nombre de cycles requis pour l’initiation de 
fissure ,i DVN  (profondeur =5*aH) ;  b)  le facteur d’intensité de contraintes effectif effK  ;  c)  le nombre de 
cycle requis pour la propagation de fissure pN .  (NB : a : longueur de fissure ; ac : longueur de fissure 
critique). 
 
 
Nous pouvons donc conclure que les corrections de profil jouent un rôle très important 
sur la fatigue de contact ce qui, en soi, n’est pas un résultat nouveau mais qui montre la 
capacité du modèle à reproduire des situations observées en pratique. La Figure (II.3.3) 
synthétise les valeurs de durée de vie obtenues avec et sans corrections de profil.  
 
 
Figure (II.3.3) : Durée de vie estimée pour l’apparition de pitting sur les dentures d’engrenages avec et sans 
correction. 
 
 
 
 S’il l’on fait varier les paramètres géométriques qui définissent les corrections de 
profil, à savoir, la profondeur en tête cor(h )  et la longueur sur le profil cor(L ) , on obtient les 
résultats synthétisés sur la Figure (II.3.4). On constate que l’introduction de corrections de 
profil déplace généralement la zone critique vers la partie centrale de la dent (légèrement sous 
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0006/these.pdf 
© [T. Osman], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés
Partie II – Chapitre 3 
 162 
le primitif ici) et augmente la durée de vie. Le paramètre de profondeur cor(h )  semble 
prépondérant mais il convient de noter, qu’au-delà d’une certaine longueur (environ 10 %) et 
d’un seuil en amplitude de correction en tête aux environs de 15-20 µm, la forme de 
correction ne joue plus qu’un rôle secondaire et la durée de vie devient relativement 
indépendante des modifications de forme de denture. 
 
                                                                                                                                                  correction au                            correction au 
                                                                                                                                               sommet du pignon                   sommet de la roue 
                                                                                                                                                                                                           
                                                      
 
 
 
Figure (II.3.4 ): Influence de la profondeur cor(h )  et longueur cor(L ) de la correction linéaire sur la valeur 
maximale de la pression de contact maximale 0(P ) , la position de fissure initiale fis(y ) sous la surface de 
contact et sur la durée de vie totale (N) . 
' '
1 2T T  : Longueur de contact sur le plan d’action. 
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3.1.2. Influence d’écarts d’alignement : 
 
  Le deuxième paramètre abordé dans le cadre d’analyse d’influence sur le  
comportement quasi-statique est le désalignement des mobiles (Annexe 1). Une déviation de 
10
-3
 radian est imposée sur l’arbre du pignon qui conduit à une concentration de charge (et 
donc une pression maximale de contact) sur un bord de denture tandis que l’extrémité 
opposée est, par endroit, pratiquement entièrement déchargée, Figure (I.3.5).  
 
                                                                                                                               
 
 
Figure (II.3.5) : Influence d’une déviation d’arbre de pignon sur la distribution de pressions de contact 
maximales. 
 
             En l’absence de corrections, le point critique se situe logiquement vers l’engagement 
sur le bord de denture le plus chargé. Les durées d’apparition pour l’écaillage sont 
considérablement réduites car le point d’initiation se rapproche encore plus de la surface,    
Figures (II.3.6) et (II.3.7). Ces résultats étaient bien sûr attendus mais ils illustrent le potentiel 
du modèle à tenir compte de situations qui généralement ne sont pas prises en compte dans les 
approches classiques de la littérature. 
 
a)                                                                                      b) 
 
Figuer (II.3.6) : Influence d’une déviation  sur a) le nombre de cycle requis d’initiation de fissure 
,i DVN (profondeur =5*aH), et sur b) la durée de vie de propagation de fissure pN . 
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0,00E+00 2,00E+04 4,00E+04 6,00E+04 8,00E+04 1,00E+05 1,20E+05
Durée de vie 
totale
Propagation
Initiation
Durée de vie (cycle)
avec déviation sans déviation
 
Figure (II.3.7) : Comparaison entre l’influence de déviation sur la durée d’apparition de pitting sur la surface 
des dentures des engrenages. 
 
 
 
3.1.3. Influence d’erreurs de division (erreurs de pas): 
 
 La modélisation proposée suppose que le pitting se produit (en respectant la condition 
d’initiation de fissure ( 1fD  ) et de propagation de fissure ( eff thK K  )) sur toutes les 
dents du pignon de manière uniforme puisque les conditions de charge et la géométrie sont 
identiques. Pour un engrenage réel, il en va différemment et des erreurs de fabrication 
pratiquement inévitables viennent individualiser le comportement de chacune des dents vis-à-
vis de la fatigue de contact. Parmi ces défauts de forme classiques, les erreurs de division (ou 
de pas) sont parmi les plus fréquentes. La Figure (II.3.8) représente la distribution d’erreurs de 
pas cumulées sur le pignon utilisée dans les simulations qui suivent. Pour des raisons de 
simplicité, une variation de forme sinusoïdale destinée à reproduire la condition de périodicité 
sur un tour de pignon a été retenue. L’amplitude crête à crête est d’environ 45 µm et 
correspond à une denture de qualité médiocre. 
 
 
Figure (II.3.8) : Erreurs de pas sur le pignon. 
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La courbe d’influence des erreurs de division sur la pression de contact maximale sur 
chacune des dents au cours de l’engrènement est présentée sur la Figure (II.3.9). Nous 
constatons que les erreurs de division module les distributions de pression de contact et, par 
conséquent, change les positions des points critiques pour l’amorçage de fissure d’une dent 
sur l’autre avec des positions extrêmes variant entre la zone d’engagement et la zone de 
transition entre une et deux paires de dents en prise, Figure (II.3.9), Tableau (II.3.1).  
 
 
Figure (II.3.9) : Influence d’erreurs de pas cumulées sur la distribution de pressions de contact maximales. 
 
 
 
Numéro  
de dent 
Point le plus dangereux en fatigue Numéro 
 de dent 
Point le plus dangereux en fatigue 
1 Point d’engagement 9 Point d’engagement  
2 Point d’engagement 10 Point le plus bas d’une paire de dent en 
contact  
3 Point d’engagement 11 Point d’engagement  
4 Point le plus bas d’une paire de dents en 
contact 
12 Point le plus bas d’une paire de dents en 
contact  
5 Point d’engagement 13 Point d’engagement  
6 Point d’engagement 14 Point d’engagement  
7 Point d’engagement 15 Point d’engagement  
8 Point le plus bas d’une paire de dents en 
contact 
 
Tableau (II.3.1) : Influence d’erreurs de pas sur la position du point critique d’apparition du  pitting. 
 
 
Ces modifications conduisent à des durées de vie relativement contrastées en fonction 
de la dent considérée suite aux variations du nombre de cycles pour l’initiation, Figure 
(II.3.10) et la propagation, Figure (II.3.11). Les durées de vie totales pour les différentes 
dents sont portées sur le Tableau (II.3.2) et la Figure (II.3.12). On constate, d’un point de 
vue pratique, que l’amplitude du saut entre dent (écart de pas entre deux dents voisines) 
est corrélée aux performances en durée de vie. 
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Figure (II.3.10) : Nombre de cycles requis pour l’initiation de fissure  ,i DVN  en échelle logarithmique au  
point critique pour chaque dent en présence d’erreur de pas. (Profondeur = 5*aH). 
 
 
 
 
 
 
Figure (II.3.11) : Nombre de cycle requis pour la propagation de fissure  pN  en échelle logarithmique au 
point critique pour chaque dent en présence d’erreur de pas en fonction de la longueur de fissure. 
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Numéro 
de dent 
Sans erreur de pas Avec erreurs de pas 
Durée de vie (cycle) Durée de vie (cycle) 
iN  pN  N  iN  pN  N  
1  
 
 
 
 
 
1.150.10
4
 
 
 
 
 
 
 
1.025.10
5 
 
 
 
 
 
 
1.140.10
5 
7.357.10
3 
7.675.10
4 
8.4107.10
4 
2 3.536.10
3 
4.761.10
4 
5.1146.10
4 
3 5.160.10
2 
1.323.10
4 
1.3746.10
4 
4 7.259.10
5 
1.691.10
6 
2.417.10
6 
5 1.634.10
3 
2.864.10
4 
3.0274.10
4 
6 3.720.10
4 
2.235.10
5 
2.607.10
5 
7 9.025.10
2 
1.947.10
4 
2.0373.10
4 
8 5.332.10
5 
1.374.10
6 
1.9072.10
6 
9 3.179.10
4 
2.206.10
5 
2.3439.10
5 
10 5.332.10
5 
1.374.10
6
 1.9072.10
6 
11 3.540.10
2 
1.029.10
4 
1.0644.10
4 
12 3.506.10
5 
1.040.10
6 
1.391.10
6 
13 2.940.10
3 
4.183.10
4 
4.477.10
4 
14 4.807.10
3 
5.773.10
4 
6.254.10
4 
15 1.195.10
4 
1.052.10
5 
1.1715.10
5 
 
Tableau (II.3.2) : Influence des erreurs de division (erreurs de pas) sur la durée pour l’apparition de pitting 
sur les dentures du pignon. 
 
 
 
 
Figure (II.3.12): Influence des erreurs de pas sur la durée de vie pour l’apparition de pitting sur le flanc de 
chaque dent du pignon. 
 
   
Dans un deuxième temps, les corrections de profil sont réintroduites en tête des dents 
du pignon et de la roue (correction linéaire avec 25 µm au sommet de denture pour une 
longueur sur le profil correspondant à 30% du profil actif des dentures du pignon et de la 
roue). L’étude d’influence est menée sur la dent numéro 11 présentant la durée de vie la plus 
courte en l’absence de corrections et la dent numéro 2 qui se positionne un peu mieux. La 
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Figure (II.3.13) montre l’influence des corrections de profil sur la distribution de pression de 
contact sur le profil des dents numéro 11 et 2 avec et sans erreurs de divisions. Nous 
constatons clairement que la correction réduit les valeurs de pression au voisinage du pied et 
du sommet de denture. Par contre, la position du point critique pour la dent numéro 11 reste 
identique (à l’engagement) tandis que celle associée à la dent n°2 se déplace vers la zone de 
transition entre une paire et deux paires de dents en prise. Les résultats portés sur la Figure 
(II.3.14) montrent que, d’une manière générale, les corrections tendent à augmenter la durée 
de vie en présence d’erreurs de pas. 
 
                        dent N° 2                                                                      dent N° 11 
 
Figure (II.3.13) : Influence de corrections de profil sur la distribution de pressions de contact en présence et 
absence d’erreurs de pas. 
 
 
 
dent N° 2 dent N° 11 
  
Figure (II.3.14) : Comparaison entre l’influence des erreurs de pas avec et sans correction sur la durée 
d’apparition du pitting. 
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En ce qui concerne la durée de vie totale d’apparition de pitting sur le flanc de denture, 
Figure (II.3.14), elle croit, si les erreurs de divisions sont accompagnées par des corrections 
de profil qui, toutefois, ne parviennent pas à gommer les disparités de sollicitations entre 
dents. 
 
 
3.2. Influence du comportement dynamique : 
 
3.2.1. Période d’initiation de fissure : 
 
 Dans ce paragraphe, l’influence du comportement dynamique sur une plage de vitesses 
de rotation importante est abordée. En se basant sur les comparaisons avec l’expérimentation 
(chapitre 2), la formule proposée par Sandberg [146] est retenue afin de caractériser les 
limites de fatigue. Dans les exemples qui suivent, nous allons utiliser la notion de degré de 
fatigue maximal  max,fD  pour chaque point de contact  qui est défini comme : 
 
))(max(max, yDD ff                          (II.3.1) 
Avec 
fD : degré de fatigue défini en utilisant l’équation (II.2.23).  
  y  : profondeur sous la surface de contact pour chaque point de contact. 
 
 
3.2.1.1. Dentures non corrigées : 
 
Les résultats obtenus pour un fonctionnement en régime dynamique en termes de 
degré de fatigue maximal max,fD calculé en utilisant le critère de Dang Van et la limite de 
fatigue de Sandberg, sont portés sur la Figure (II.3.15). En respectant la condition d’initiation 
de fatigue  1fD , nous pouvons constater que 
 
 les valeurs les plus élevées du degré de fatigue se localisent dans la zone 
voisine du pied de dent (engagement) et dans la zone d’une seule paire de 
dents en contact légèrement en dessous du point primitif. L’initiation est plus 
rapide au voisinage du pied de dent du pignon et on note que, pour les points 
situés au dessus du primitif, le degré de fatigue est très faible. 
 la valeur de degré de fatigue maximal évolue avec la vitesse de rotation suite 
aux variations de chargement instantané sur les profils. On remarque la 
présence de vitesses de rotation critiques avec des maxima de degrés de 
fatigue relativement prononcés. Par ailleurs, les positions sur le flanc de 
denture évoluent avec la vitesse de rotation à l’exception notable de la zone 
critique à l’engagement. 
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Figure (II.3.15) : Représentation 3D du degré de fatigue maximal max,fD  aux points de contact sur le profil 
de denture en fonction de la vitesse de rotation. Critère de Dang Van. Limite de fatigue de Sandberg.  
ir  est le rayon du point sur le profil de denture.  
 
 
 
Après avoir estimé le degré de fatigue maximal ( max,fD ), il est, en pratique, intéressant  
de connaître la position des points  sous la surface de contact présentant le degré de fatigue 
maximal. La Figure (II.3.16) montre la profondeur à laquelle le degré de fatigue maximal de 
Dang Van est atteint pour tous les points de contact sur le profil de denture en fonction de la 
vitesse de rotation. On constate que les points dans la zone d’engagement sont très proches de 
la surface et vont, par conséquent, avoir un temps de propagation vers la surface très court. 
L’apparition de fatigue de contact (pitting) en ces points est donc fortement probable. 
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Figure (II.3.16) : Position du degré de fatigue maximal sous la surface de contact pour tous les points de 
contact sur le profil de denture en fonction des vitesses de rotation- Critère de Dang Van.  
 
 
 
 A fins d’illustration, nous suivons le comportement dynamique en fatigue de cinq 
points matériels le long du profil de denture, Figure (II.3.17) et Tableau (II.3.3). Ces points 
sont tels que : 
 
  point 1 : au pied de dent (zone d’engagement). 
  point 2 : point bas de transition entre une et deux paires de dents en prise 
(lowest point of single tooth contact). 
  point 3 : point primitif (pitch point).  
  point 4 : point haut de transition entre une et deux paires de dents en prise 
(highest point of single tooth contact). 
  point 5 : vers le sommet de dent.         
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                        Figure (II.3.17) : Position des points étudiés sur le profil actif de denture. 
 
 
Tableau (II.3.3) : Rayon des points étudiés sur le profil de denture. 
 
 
 
Les contraintes équivalentes maximales de Von Mises pour les cinq points en 
conditions quasi-statiques sont portées sur la Figure (II.3.18). Le point 1 à l’engagement 
ressort clairement comme le point le plus sollicité. 
 
 
Figure (II.3.18) : Contraintes équivalentes maximales de Von Mises pour les points étudiés à une vitesse de 
rotation 201  rad/s (quasi-statique). 
 
 
L’influence de la vitesse de rotation est illustrée sur la Figure (II.3.19) qui montre les 
évolutions du degré de fatigue maximal max,fD  pour les cinq points sur le profil  définis plus 
haut en utilisant trois critères de fatigue (Crossland, Dang Van et Liu-Zenner).  
 
Point Rayon de courbure 
(mm) 
Rayon du point /Rayon 
primitif 
Position Rayon de 
base (mm) 
1 33.885 0.941 Creux  
 
33,83 
2 35.018 0.972      Creux 
3 36.000 1.000 Primitif 
4 36.832 1.023 Saillie 
5 37.800 1.050 Saillie 
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Figure (II.3.19) : Degré de fatigue maximal ( max,fD ) en fonction de la vitesse de rotation pour cinq points 
localisés sur le profil de denture.  Limite de fatigue de Sandberg 
 
 
 
Nous pouvons remarquer que : 
 
 les tendances obtenues par les trois critères de fatigue sont proches avec, toutefois, 
des valeurs un peu plus élevées pour le critère de Liu-Zenner.  
 le point 1, en pied de dent, présente les valeurs de max,fD les plus élevées et des 
amplifications significatives pour un certain nombre de vitesses critiques. Les 
résultats en termes d’initiation de fatigue sont plus contrastés pour les autres points 
sur le profil de denture. Le point en sommet de dent ne présente aucun valeur de 
max,fD  supérieure à 1 et ne semble pas concerné pas la fatigue de contact. Les autres 
points peuvent être susceptibles de conduire à de l’écaillage pour certaines vitesses : 
basses vitesses pour le point 2, vitesses plus élevées pour les points 3 et 4.  
 L’analyse dynamique apporte donc des informations supplémentaires en termes de 
fatigue de contact par rapport aux approches quasi-statique usuelles.   
  
Des commentaires analogues peuvent faits pour ce qui concerne l’évolution de la 
profondeur où le degré de fatigue est maximal,  Figure (II.3.20). Les profondeurs critiques 
minimales sont obtenues pour les points 1 et 5 mais seul le point 1 (pied de dent) peut 
présenter un endommagement. Par ailleurs, on note une décroissance monotone de la 
profondeur critique avec la vitesse de rotation pour le point 2.  
 
Ayant déterminé le degré de fatigue maximal et confirmé la condition d’initiation de 
fissure  1max, fD  en fonction de la vitesse de rotation, le nombre de cycles requis pour 
l’initiation de fissure  iN  peut être déterminé. Les résultats obtenus en utilisant les équations 
(II.2.31) et (II.2.34) sont portés sur la Figure (II.3.21). Nous pouvons remarquer que  i) iN  est 
effectivement minimal au point 1 (pied de dent) et ceci quelque soit le régime de rotation et, 
ii) le risque d’endommagement pour les autres points n’existe qu’à certaines vitesses et pour 
des nombres de cycles beaucoup plus élevés.  
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Figure (II.3.20) : Position du Degré de fatigue maximal ( max,fD ) sous la surface de contact en fonction de la 
vitesse de rotation pour cinq points localisés sur le profil de denture.  Limite de fatigue de Sandberg 
 
 
a)                                                                                               b) 
 
Figure (II.3.21) : Nombre de cycles requis pour l’initiation de fissure en échelle logarithmique  à la position 
de degré de fatigue maximal en fonction de la vitesse de rotation pour les cinq points localisés sur le profil de 
denture.  
a: critère de Dang Van (équation (II.2.34)). 
                                        b : critère de Crossland (équation (II.2.31)). 
 
 
 
3.2.1.2. Dentures corrigées : 
 
L’influence de corrections de profil (correction linéaire symétriques d’amplitude 25 
µm en sommet de dent sur 30% du profil actif) sur le comportement dynamique en fatigue est 
illustrée sur la Figure (II.3.22) (critère de Dan Vang). L’introduction de corrections de profil 
change la distribution du risque de fatigue qui passe de la zone d’engagement à une partie de 
denture située sous le primitif de manière analogue à ce qui a été observé en régime quasi-
statique. L’influence de la vitesse est visible sur la Figure (II.3 .22) où les maxima de  max,fD  
se décalent légèrement vers le haut de la dent avec une vitesse croissante sans remettre en 
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cause, toutefois, les tendances générales relevées à faibles vitesses. On vérifie, sur ce cas, 
l’apport bénéfique de corrections en tête de dent qui éliminent les surcharges importantes 
(pratiquement assimilables à des chocs) associés à un engagement brutal.   
 
 
 
 
Figure (II.3.22) : Influence de correction de profil sur le degré de fatigue maximal max,fD estimé en utilisant 
le critère de Dang Van et limite de fatigue de Sandberg.  
 
 
Reprenons les cinq points étudiés à la Figure (II.3.17) dont les résultats obtenus pour 
estimer le degré de fatigue maximal sont portés sur la Figure (II.3.23). Sur cet exemple, la 
bande ombragée sur les figures représente le facteur limite de fatigue égal à 1 obtenu en 
utilisant les formules de Sandberg [146] (limite inférieure) et de Winderlich [169] (limite 
supérieure). Cette bande peut être interprétée comme une zone d'incertitude quant aux 
dommages pouvant se produire selon la qualité du matériau et des traitements thermiques. En 
dessous de cette zone, une fissure est très peu probable, tandis qu’au-dessus, la probabilité de 
fatigue de contact est très élevée. Nous pouvons remarquer de façon très claire l’influence de 
corrections de profil sur le risque d’initiation de fatigue qui, de manière générale, diminuent le 
risque d’endommagement en tout point des zones corrigées. Par contre, le degré de fatigue 
maximal augmente au point 2 où la probabilité de fatigue devient plus marquée, la courbe se 
situant dans la zone de risque pour des qualités de matériaux médiocres. Ces observations 
peuvent être étendues au point 3 (point primitif), où max,fD augmente pour les vitesses de 
rotations inférieures à 1000 rad/s ( 1max, fD ). 
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Point                      sans correction                                                                avec correction  
 
 
 
Point 1 
           
 
 
 
 
Point 2  
      
 
 
 
 
Point 3 
            
 
 
 
 
Point 4 
 
           
 
 
 
 
Point 5 
              
Figure (II.3.23): Influences de corrections de profil sur le degré de fatigue maximal calculé en utilisant le 
critère de Dang Van pour les cinq points localisés sur le profil de denture. 
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De la même façon, les corrections de profil modifient le nombre de cycles requis pour 
l’initiation de fissure iN , Figure (II.3.24) où les courbes de nombre de cycles (Ni) 
correspondantes au point 1 avec correction et au point 5 avec et sans correction  
n’apparaissent pas car ,max 1fD  et, par conséquent, le risque d’endommagement n’existe 
pas. 
 
 
Figure (II.3.24): Comparaison entre l’influence de profils corrigés et non corrigés sur le nombre de cycles 
requis pour l’initiation de fissure (Ni) correspondant à la position de degré de fatigue maximal en fonction de 
la vitesse de rotation. Critère de Dang Van.  
 
 
 
3.2.2. Période de propagation de fissure : 
 
Comme pour la période d’initiation de fissure, la période de propagation de fissure est 
influencée par les changements de vitesse de rotation (en conséquence le comportement 
dynamique) qui conduisent à des variations des valeurs de pression de contact et de demi-
largeur de contact  Ha  comme illustré sur la Figure (II.3.25) pour les points 1 et 3 .  
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Point 1                                                                                  Point 3 
  
        Figure (II.3.35) : Influence de la vitesse de rotation sur la distribution de pression de contact hertzienne. 
 
 
Ces modifications des champs de pression dynamiques conduisent aux conséquences 
suivantes :  
 
a) la longueur de fissure critique (et donc la taille des écailles sur les flancs de 
denture) est changée en fonction de la vitesse de rotation suite à des 
positions de fissure initiale en sous-couche qui évoluent.   
b) le facteur d’intensité de contraintes effective effK  évolue également en 
fonction de la vitesse (il est dépendant de la longueur de fissure et de la 
contrainte équivalente de Von Mises qui dépend elle-même de la valeur de 
la pression de contact).  
 
Ces remarques sont illustrées sur la Figure (II.3.26), qui montrent l’influence de la 
vitesse de rotation (les vitesses de rotation ont été choisies en respectant la condition 
d’initiation de fissure ( , 1f DVD  ) et la condition de propagation de fissure ( theff KK   ) 
respectivement) sur le facteur d’intensité de contraintes effective effK  pour les deux points 
matériels 1 (point à coté du pied de dent) et 3 (point primitif).  
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                                       Point 1                                                                                    Point 3 
 
Figure (II.3.26) : Facteurs d’intensité de contraintes effectifs  en fonction de la longueur de fissure pour 
différentes vitesses de rotation ( ca  : longueur de fissure critique). 
 
D’un point de vue physique, les faciès d’écaille sont également modifiés comme le 
montre la Figure (II.3.27) ci-dessous.  
 
1 (rad/s) 
Point 1 Point 3 
 
 
    20 
 
 
    275 
 
 
 
 
     400 
 
 
 
 
     800 
 
 
     1100 
 
 
Figure (II.3.27) : Formes d’écailles ( pitting) générées sur le flanc de denture à  différentes vitesses de 
rotation. 
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L’incrément de longueur de fissure  a au cours de la propagation est calculé en 
fonction de la zone plastique qui dépend, elle-même, de la valeur des facteurs d’intensité de 
contrainte à la pointe de fissure (voir la relation  (II.2.45)). Par conséquent, des valeurs 
élevées de facteurs d’intensité de contrainte conduisent à des incréments de longueur fissurée 
plus importants et des durées de propagation plus faibles comme illustré sur la Figure 
(II.3.28).  A titre d’exemple, on note que, pour le point 1 et une vitesse de rotation de 800 
rad/s, les valeurs de  a  augmentent au cours de la propagation de sorte qu’après six 
incréments seulement la fissure débouche à la surface, conduisant ainsi à une durée de vie très 
courte, Figure (II.3.29).  
 
 
 
Figure (II.3.28) : Longueur de fissure en fonction de l’incrément de fissure  a au cours de 
propagation pour différentes vitesses de rotation.  Point 1. 
 
 
 
Figure (II.3.29) : nombre de cycles Np en fonction de la longueur de fissure pour différentes vitesses de 
rotation. 
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0006/these.pdf 
© [T. Osman], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés
Partie II – Chapitre 3 
 181 
4. Conclusion : 
 
Une analyse des interactions possibles entre comportements quasi-statique et 
dynamique et  fatigue de contact par pitting pour des engrenages droits correctement lubrifiés 
a été présentée dans ce chapitre. Le modèle numérique de simulation de fatigue de contact, 
présenté dans le chapitre 2, couplé avec la simulation dynamique de transmission par 
engrenages (72 DDL) a été exploité pour analyser ces interactions.  
 
Il apparaît de manière évidente au vu de l’ensemble des résultats présentés que : 
 
1) En l’absence de corrections de profil, les points situés au voisinage de la zone 
d’engagement sur le pignon sont susceptibles de présenter des risques élevés de 
fatigue de contact qui se matérialisent sous la forme d’avaries de faibles profondeurs à 
évolution rapide. Les points localisés en dessous du primitif sont également sensibles 
et mais ne sont que peu impactés par des corrections de forme. Les écailles générées 
sont plus profondes et à évolutions plus lentes (typiquement plusieurs millions de 
cycles).  
 
2) Le risque de fatigue sur les flancs de dentures des engrenages droits est largement 
fonction du comportement dynamique et quasi-statique. Le degré et la position du 
risque de fatigue maximal dépendent du chargement dynamique, à savoir du régime de 
vitesse. 
 
3) Les conditions géométriques (les écarts d’alignement et erreurs de pas, etc.) influent 
fortement sur  l’apparition du pitting et la durée de vie correspondante. Dans la mesure 
du possible, la géométrie et la précision des dentures d’engrenages droites doivent être 
optimisées vis-à-vis de l’écaillage initié en sous-couche.  
 
4) Les corrections de profil jouent un rôle important sur la réduction des risques 
d’endommagement principalement dans la zone d’engagement. La profondeur de 
correction en tête de dent est le paramètre clef tandis que la longueur corrigée semble 
secondaire.  
 
5) La taille et la forme de pitting se produisant sur les flancs de denture dépendent du 
chargement dynamique et par conséquent des vitesses de rotation.  
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Dans ce mémoire, une approche permettant d’appréhender les interactions entre usure 
abrasive, fatigue de contact et comportement dynamique d’engrenages a été présentée. D’un 
point de vue modélisation, l’usure est quantifiée par une loi d’Archard modifiée tandis que les 
avaries de surface sont étudiées via des critères multi-axiaux pour l’initiation et la Mécanique 
de la Rupture Linéaire pour la phase de propagation. Une des spécificités de ce travail est de 
coupler ces lois d’endommagement avec un modèle du comportement dynamique permettant 
d’accéder aux sollicitations instantanées sur les contacts entre dents et de réactualiser les 
géométries des dentures avec l’évolution de l’usure. Un schéma de résolution numérique a été 
développé dans lequel l’intégration pas à pas dans le temps des équations du mouvement est 
combinée à un algorithme de contact normal unilatéral vérifiant que les efforts de contact sont 
tous compressifs et qu’il n’y a pas d’interférences à l’extérieur des aires de contact.  
 
La première partie de ce mémoire à été consacrée à l’analyse de l’usure abrasive sur des 
dentures droites et hélicoïdales et à la construction d’un modèle simplifié permettant 
d’introduire ce phénomène et d’analyser ses liens éventuels avec le comportement statique et 
dynamique d’une transmission par engrenages. L’usure a été simulée en se basant sur le 
modèle d’Archard qui lie la profondeur usée à la pression de contact maximale, à la distance 
de glissement et à un coefficient d’usure intégrant l’influence de la lubrification. Les usures 
calculées après un certain nombre de cycles, pour chaque point de contact, sont introduites 
comme des distributions d’écarts initiaux et la géométrie de flanc des dentures est 
périodiquement réactualisée afin de suivre les évolutions de l’usure au cours du temps. Les 
résultats principaux obtenus sont listés ci-dessous:   
 
 Les corrections de profil jouent un rôle très important sur le contrôle de l’usure. 
 La vitesse de rotation a une influence très forte sur la distribution et l’amplitude de 
l’usure. Bien que les charges maximales aient tendance à augmenter avec la vitesse, 
l’usure se réduit grâce à l’augmentation de l’épaisseur de film de lubrifiant et, par 
conséquent, la réduction du coefficient de l’usure.   
 En termes de distribution de charge, l’usure peut s’avérer bénéfique en particulier pour 
des dentures non corrigées présentant des défauts d’alignement pour lesquelles l’usure 
peut, dans une certaine mesure, jouer un rôle de correction longitudinale et permettre 
ainsi d’uniformiser les portées sur certaines parties des flancs. 
 L’usure peut modifier les valeurs moyennes des erreurs de transmission statiques (et 
en conséquence la rigidité moyenne d’engrènement) ainsi que son contenu spectral ce 
qui suggère que les fréquences critiques des dents et les excitations peuvent être 
affectés par l'usure. Dans ce contexte, des niveaux de vibrations et bruit contrastés 
peuvent être attendus pour une même vitesse en fonction selon que les dents sont 
usées ou non. 
 L’influence de l’usure sur le chargement dynamique peut être bénéfique (dentures 
droites sans correction) ou négative (dentures hélicoïdales). 
 
Pour conclure, l’usure apparaît comme un phénomène dynamique influencé par le 
comportement dynamique et qui, en retour, modifie l’état vibratoire de la transmission, 
particulièrement pour les dentures droites. L’usure, selon les cas, peut être soit bénéfique 
(dentures droites non corrigées), soit, au contraire, avoir un rôle négatif (sur les dentures 
hélicoïdales). 
   
 
Dans la deuxième partie de ce texte, un modèle de simulation des interactions entre la 
fatigue de contact par pitting et le chargement instantané subis par les flancs de dentures 
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droites a été proposé. La période totale d’apparition de pitting sur la surface des dentures a été 
divisée à deux périodes : 
 
 Une phase d’initiation analysée en s’appuyant sur plusieurs modèles de fatigue 
multiaxiaux faisant intervenir le cycle de charge réelle et les propriétés du 
matériau (limite de fatigue et gradient de dureté, en particulier). 
  Une période de propagation supposée être contrôlée par l’état de contrainte en 
pointe de fissure et les paramètres du matériau. Le modèle tient compte des 
variations continues d’angle de propagation et d’incrément de longueur en 
fonction de l’avancée de la fissure. 
 
Pour un régime de fonctionnement quasi-statique, les résultats théoriques ont été 
comparés avec les résultats issus d’un banc d’essai en boucle mécanique fermée (back-to-
back) et un très bon accord a été obtenu sur la durée de vie et sur la géométrie d’écaille 
correspondante.  Les principaux constats sont listés ci-dessous : 
 
 La fatigue de contact par pitting peut être sensible aux effets dynamiques mettant 
ainsi en évidence une influence de la vitesse de rotation sur  
o l’apparition des avaries de surface. 
o la taille et la forme du pitting observé sur les flancs de denture.  
 Les corrections de profil ont une influence bénéfique sur le risque de défaillance 
surtout dans les zones voisines du pied de dent. 
 Les écarts de montage (déviation) et les erreurs de division sont susceptibles d’influer 
fortement sur la durée de vie des engrenages et le mode de défaillance.   
 
 
Naturellement, ce travail de thèse ouvre des perspectives qui peuvent être regroupées en 
fonction des deux thématiques abordées.  
 
a) l’usure des engrenages : Une large part de la modélisation repose sur un ou des 
coefficients d’usure dont on peut dire qu’ils demeurent assez largement mal connus et 
maîtrisés. Des campagnes d’essais sur machine à engrenages semblent nécessaires afin de 
constituer des bases de données réalistes pour cette application particulière. D’une manière 
générale, les résultats expérimentaux sont rares ou parfois sujets à caution, un effort dirigé 
vers la validation expérimentale des modèles d’usure sur engrenages semble indispensable.  
 
       b) La fatigue de contact : En soi, ce thème constitue un axe de recherche majeur en 
Mécanique et les développements présentés dans ce mémoire demeurent relativement 
globaux. Pour le cas particulier d’engrenages, le rôle de la microgéométrie des surfaces et 
celui du film lubrifiant sont sans doute importants et il serait intéressant de les intégrer (plus 
ou moins précisément compte tenu des contraintes en termes de temps de calcul) dans les 
modèles que nous avons présentés ici. Une meilleure connaissance des propriétés des 
matériaux (limites en fatigue, filiation de dureté, etc.) semble également indispensable D’un 
point de vue théorique, une approche spécifique pour la propagation de fissures courtes et la 
prise en compte des discontinuités aux interfaces de grains pourrait s’avérait nécessaire. 
Enfin, il serait intéressant d’étendre les travaux présentés dans ce mémoire aux engrenages 
hélicoïdaux ce qui nécessiterait alors des calculs tridimensionnels conséquents et la mise en 
place de méthodes numériques spécifiques afin de les accélérer. 
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Annexe 1. Ecarts d’alignement 
 
 L’écart d’alignement caractérise le non parallélisme des axes supportant les 
engrenages. Il peut être défini par deux angles : 
 
 L’angle d’inclinaison (Figure (A1.1)) correspondant à un écart angulaire entre l’axe 
réel de l’arbre et son axe théorique dans le plan des deux axes de rotation de référence 
des engrenages. 
 L’angle de déviation (Figure (A1.1)) correspondant à un écart angulaire entre l’axe 
réel de l’arbre et son axe théorique mais dans un plan normal au précédent et parallèles 
aux axes. 
 
 
Figure (A1.1) : Définition des angles de déviation et d’inclinaison (Umezawa [160]). 
 
Les désalignements relatifs au solide m  sont simulés par des rotations infinitésimales 
constantes *
m  et 
*
m  autour des axes 

S , 

T (Figure (A1.2)). Selon la terminologie usuelle *
m  
correspond à une déviation et *
m  à une inclinaison. Il vient d’après Velex [161], Maatar 
[112]: 
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
   h 
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 





 

                  (A1.1) 
avec : 
1bR , 2bR  : rayons de base du pignon et de la roue respectivement. 
t  : angle de pression apparent de fonctionnement  
b : angle d'hélice de base. 
 ijMh ,  ijMl1  et  ijMl2  sont définis dans la figure (A1.2). 
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Figure (A1.2): Définition des paramètres d'excentricité et des désalignements 
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Annexe 2. Simulation de l’usure en utilisant un modèle torsionnel à 1DDL 
 
Les modèles torsionnels reposent sur des approches traditionnelles de types masses - 
ressorts - amortisseurs à paramètres concentrés (Figure (A2.1)). Les engrenages ne 
comportent qu’un seul degré de liberté de torsion ( 1  pour le pignon et 2 pour la roue) et sont 
couplés entre eux par une raideur d’engrènement.  
 
 
 
Figure (A2. 1) : Modèle dynamique des engrenages avec un seul degré de liberté 
 
 
L’équation de mouvement peut être écrite sous la forme différentielle :  
 
  ''
2
2
22
1
2'
1
''2
1 coscos ETSC
R
J
MekFxkcxxm
b
bi
i
itb
i
ieq 











             (A2.1) 
 
Avec : 
 
            2211  bb RRx   
 
2
12
2
21
21
bb
eq
RJRJ
JJ
m

  : Masse équivalente. 
21 b
r
b
m
t
R
C
R
C
F   : Force tangentielle d’engrènement statique. 
ETSC  : Erreur de transmission sans charge. 
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1bR , 2bR : Rayon de base de pignon et de la roue respectivement. 
b  : angle d’hélice de base. 
 ijMe  : Ecart relatif au point de contact potentiel .M  
21, JJ  : Moment d’inertie polaire du pignon et de la roue respectivement. 
 rm CC ,  : Couple moteur et résistant respectivement. 
  ik  : Raideur d’engrènement au point de contact .M  
 
 
Le modèle d’usure (présenté dans la partie I, chapitre 2) est introduit dans ce modèle 
dynamique qui intègre les fluctuations de raideur d’engrènement au cours du temps et les non-
linéarités associées aux contacts Hertziens, aux contacts partiels ou aux pertes de contact 
totales entre les dentures. Les équations du mouvement sont résolues par un schéma itératif de 
Newmark combiné à un algorithme de contact normal qui vérifie i) que tous les efforts de 
contact sont positifs ou nuls et ii) qu’il n’y a pas d’écrasement à l’extérieur de la zone de 
contact (Figure (I.2.9) dans la partie I,  chapitre 2)).  
 
Des résultats en régimes quasi-statique et dynamique sont présentés pour des dentures 
droites et hélicoïdales. Les caractéristiques des engrenages et lubrifiant sont identiques à 
celles utilisées au chapitre 3, partie I (voir le Tableau (I.3.1) et le Tableau (I.3.2)). 
 
 
 
Figure (A2.2) : Distribution de l’usure sur les dentures des engrenages, après 2.E6 cycles 
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a) 
 
b) 
 
Figure (A2.3) : Incrément d’usure sur le profil de dentures d’engrenages : 
a) Engrenages droits,    b) Engrenages hélicoïdaux. 
 
 
 
 
 
    Engrenages droits                                                    Engrenages hélicoïdaux 
Figure (A2.4) : Influence de l’incrément d’usure sur la distribution de la charge quasi-statique sur le profil 
de dentures. 
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Figure (A2.5) : Influence de l’incrément d’usure sur l’erreur de transmission )(ET  quasi-statique sous 
charge et son spectre – Engrenages droits.  
 
 
 
 
 
Figure (A2.6) : Influence de l’incrément d’usure sur l’erreur de transmission )(ET  quasi-statique sous 
charge et son spectre – Engrenages hélicoïdaux.  
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          Engrenages droits                                                   Engrenages hélicoïdaux 
Figure (A2.7) : Influence de l’incrément d’usure calculé sous conditions  quasi-statiques ( 201  rad/s) 
sur le coefficient dynamique maximal pour différentes vitesses de rotation du pignon 
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Annexe 3. Champ des contraintes 
 
 Pour déterminer les contraintes en chaque point matériel, les dentures des engrenages 
sont simulées comme un demi-plan élastique dans les conditions de déformations planes 
soumises à une distribution de pression Hertzienne instantanée, Figure (A3.1).  
 
 
 
 
Figure (A3.1) : Simulation du mouvement de contact pour la détermination des champs des contraintes. 
 
Selon  Johnson [91], en considérant la distribution du chargement normale comme 
semi-elliptique, les contraintes sans dimension s’expriment : 
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Avec : 
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Où :   P0 : pression hertzienne maximale. 
          aH : demi largeur de contact. 
 
 
Les contraintes principales sans dimensions sont calculées sous la forme : 
 
2 2
1
2 2
2
3
( ) ( ) 4
2
( ) ( ) 4
2
xx yy xx yy xy
xx yy xx yy xy
zz
    

    

 
   

   


                                                                 (A3.2) 
                                            
 
 
Figure (A3.2) : Courbes d’iso-valeurs pour les différentes contraintes adimensionnelles.  
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a)                                                                                         b) 
                                                                                                
Figure (A3.3) : a) Contraintes adimensionnelles  
0
''
P
ji
 et  b)Contraintes principales adimensionnelles 
0
3,2,1
P

à la profondeur 78.0/ Hay  en fonction de Hax /  
 
 
En présence de frottement, les contraintes résultant du chargement tangentiel doivent 
être prises en compte. En considérons la distribution de chargement tangentiel comme semi-
elliptique, les contraintes sont : 
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                                                    (A3.3) 
 
 
Le champ de contraintes est maintenant la somme des champs des contraintes qui 
résultent du chargement normal et du chargement tangentiel, soit : 
 
   yxyxyx t ji
n
jiji ,),(, ''''''                zyxji ,,''                            (A3.4) 
 
Les Figures (A3.4) montrent l’influence du frottement sur la distribution des  
contraintes équivalentes de Von Mises  VMeq,  qui s’expriment : 
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      232231221,
2
1
 VMeq                                                           (A3.5) 
           
Les résultats sur la Figure (A3.4) illustre l’influence du frottement qui augmente les 
contraintes et tend à rapprocher les zones de contraintes maximales de la surface.  
                  
 
Figure (A3.4) : Influence du frottement sur la variation des contraintes équivalentes de Von Mises sans 
dimensions  0, / PVMeq  en fonction de la profondeur  Hay / .    
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Annexe 4. Méthode de plus petit cercle circonscrit 
 
 
Cette méthode est utilisée pour les critères utilisant une combinaison de la contrainte 
de cisaillement et de la contrainte normale sur un plan considéré. Un plan physique passant 
par un point matériel (P) est généralement orienté par son vecteur normal unitaire (h), Figure 
(A4.1-a).  
Deux angles ( ,  ) peuvent être utilisées pour décrire l’orientation du vecteur (h) par 
rapport au repère de référence (P, x, y, z). 
 u, v : sont deux vecteurs unitaires normaux, le vecteur u est pris dans le plan (P, x, y), 
avec v h u  .  
 
 
Figure (A4.1) : Définition de (P, u, v, h) reliés au  plan matériel.  
                                                                                                
Le repère (u, v, h) lié au plan est défini dans le repère global (x, y, z) par :                                                                                     
                                                                                                                                            
   
sin cos sin cos cos
sin sin ;      cos ;      cos sin
cos 0 sin
x x x
y y y
z z z
h u v
h h u u v v
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    
 
      
     
           
     
     
                     (A4.1) 
                                                                                                    
 
Les composants des contraintes sur le plan ( ) sont données (avec prise en compte du 
tenseur de contraintes )(t ,  tel que, Figure (A4.2) 
 
La contrainte totale (vecteur - contraintes) ( )h t  :  
 
( ) ( ) 0 sin cos ( )sin cos ( )sin sin
( ) ( ). ( ) ( ) 0 sin sin ( )sin cos ( )sin sin
0 0 ( ) cos ( )cos
xx xy xx xy
h yx yy yx yy
zz zz
t t t t
t t h t t t t
t t
         
           
   

          (A4.2) 
 
 
La contrainte normale  est donnée par la relation suivante : 
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Il vient : 
 2 2 2 2( ) sin ( )cos ( )sin 2 ( )sin ( )coshh xx xy yy zzt t t t t                               (A4.4) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure (A4.2) : Décomposition du trajet de contrainte  sur le plan concerné. 
 
 
L’amplitude et la moyenne des contraintes normales sont données par les relations 
suivantes : 
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La contrainte tangentielle ( )h t existant sur le plan physique se décompose en deux    
contraintes portées par les axes u et v formant une base dans le plan de  normal (h)  ( h . u = h 
. v=0) : 
 
               
2 2( ) ( ) ( )h uh vht t t                                                                                           (A4.6) 
Avec : 
      
sin ( )sin cos ( )sin sin
( ) . ( ). cos ( )sin cos ( )sin sin
0 ( )cos
cos cos ( )sin cos ( )sin sin
( ) . ( ). cos sin ( )sin cos ( )sin sin
sin ( )cos
xx xy
uh yx yy
zz
xx xy
vh yx yy
zz
t t
t u t h t t
t
t t
t v t h t t
t
      
        
 
       
         
  
 
  
 
   
                       (A4.7)                  
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Ce nous donne : 
        
1 1
( ) ( )sin sin 2 ( )sin cos 2 ( )sin 2 sin
2 2
uh xx xy yyt t t t                                   (A4.8)        
          
2
2
1 1
( )    =- ( )cos sin 2 ( )sin 2 sin 2
2 2
1
             ( )sin sin 2 ( )cos sin
2
vh xx xy
yy zz
t t t
t t
      
     

 
                                        (A4.9) 
 
Le problème ici réside dans la définition de l’amplitude et de la valeur moyenne des 
contraintes de cisaillement. Pour définir ces valeurs, nous avons utilisé la méthode du plus 
petit cercle circonscrit, Papadopoulos [133], Figure (A4.3), selon de cette proposition, la 
pointe du vecteur de contrainte de cisaillement moyenne correspond au centre du plus petit 
cercle circonscrit de la courbe qui représente le chemin de contrainte de cisaillement sur le 
plan donné.  
 
 
Figure (A4.3) : Définition de l’amplitude et la valeur moyenne des contraintes de cisaillement selon la 
méthode de plus petit cercle circonscrit. 
 
 
Mathématiquement, nous pouvons définir la valeur moyenne de contraintes de 
cisaillement (vecteur OP sur la Figure (A4.3)), telle que : 
 
         ', )(maxmin2'     thTtRchmm                                                                          (A4.10) 
 
Donc, l’amplitude des contraintes de cisaillement (correspondante au rayon de plus 
petit cercle  circonscrit au trajet de charge), est donnée par: 
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Tt
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Annexe 5 : Influence de frottement sur le degré de fatigue 
 
La Figure (A5.1) montre l’influence du frottement sur le degré de fatigue au point le 
plus bas d’une seule paire de dents en contact estimée en utilisant le critère de Dang Van. 
L’influence principale est une augmentation des niveaux des contraintes et donc du degré de 
fatigue dans les régions plus proches de la surface. Toutefois, pour des engrenages 
correctement lubrifiés, le coefficient de frottement ne dépasse pas la valeur de 0.05 et son 
influence sur la fatigue de contact semble secondaire.  
 
 
Figure (A5.1) : Influence du frottement sur le degré de fatigue estimé au point le plus bas d’une seule paire 
de dents en contact en utilisant le critère de Dang Van. Cas cémenté trempé (42CrMo4), 1n  2175 tr/min, 
Limite de fatigue de Sandberg.  
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